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Introduccion

1.3 El método de exhaucion para el drea de un segmento de pardbola

El método consiste simplemente en lo siguiente: se divide la figura en un cierto ntimero de bandas y se
obtienen dos aproximaciones de la regién, una por defecto y otra por exceso, utilizando dos conjuntos
de rectdngulos.

Se subdivide la base en n partes iguales, cada una de longitud b/n. Los puntos de subdivisién corre-
sponden a los siguientes valores de x:

OEZb% (n—1)b n—b—b
/n/n/n/'"/ n /n_
La expresién general de un punto de la subdivisién es x = %, donde k toma los valores sucesivos

k=10,01,2,3,..,n. En cada punto kn—b se construye el rectangulo exterior de altura (kb/ n)z. El 4rea de este
rectdngulo es el producto de la base por la altura y es igual a:

(05

Si se designa por S, la suma de las dreas de todos os rectingulos exteriores, puesto que el drea del
rectangulo k-simo es (b%/n3)k3 se tiene la formula.

b3
Sn = $(12+22+32+...+n2) (1)

De forma analoga se obtiene la férmula para la suma s,, de todos los rectangulos interiores:

b3
Sy = $[12+22+32+...+ n—172 (2

Luego se tiene la identidad

3 2 6
P2y24R 4 2= 00 3
F2 At = o o (3)

Como también
12+22+ +(7l—1)2 = 77’12 — LZZ + (4)
3 2 6

Las expresiones exactas dadas no son necesarias para el objeto que aqui se persigue, pero sirven para
deducir facilmente las dos desigualdades que interesan

3
124224324 .+ (n—1)% < % <124+2% 4. +n?
que son vélidas para todo entero n > 1. Multiplicando ambas desigualdades por b®/n® y haciendo uso
de (1) y (2) se tiene:
b3
Sy < ? < Sn

1



1.3. El método de exhaucién para el drea de un... Contents

Probemos que b3 /3 es el tinico ntimero que goza de esta propiedad, es decir, que si A es un ndmero que
verifica las desigualdades
sp < A< Sy (7)

para cada entero positivo 7, ha de ser necesariamente A = b%/3. Por esta razén dedujo Arquimedes que
el 4rea del segmento parabélico es b /3.

Para probar que A = b3/3 se utilizan una vez més las desigualdades (5). Sumando 12 a los dos miembros
de la desigualdad de la izquierda en (5) se obtiene

3

42243 4 =
Multiplicando por b3/3 y utilizando (1) se tiene
¥oop

Analogamente, restando 1> de los dos miembros de la desigualdad de la derecha en (5) y multiplicando
por b3/n3 se llega a la desigualdad:

¥
? - ; < Sp (9)
Por tanto,cada numero A que satisfaga (7) ha de satisfacer también:
¥ ¥
= — <AL+ — 1
3 n saAs 3 * n (10)

para cada entero n > 1. Ahora también, hay sélo tres posibilidad:

b3 b b’
A > 3 A< ) A= )
Si se prueba que las dos primeras conducen a una contradicciéon habra de ser A = %

Supongamos que la desigualdad A > b%/3 fuera cierta. De la segunda desigualdad en (10) se obtiene

para cada entero n > 1. Puesto que A — b3/3 es positivo, se puede dividir ambos miembros de (11) por
A — b®/3 y multiplicando después por n se obtiene la desigualdad

b3
"SA-13/3
para cada n. Pero esta desigualdad es evidentemente para n > b/(A — b®/3). Por tanto la desigual-
dad es una contradiccién. De forma anédloga se demuestra para A < b3/3 de donde concluimos que
A=1%/3.
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Contents 3.2. Axiomas de cuerpo

3.2 Axiomas de cuerpo

Propiedad conmutativa. x +1y =y + x, xy = yx.

Propiedad asociativa. x + (y +z) = (x +y) + z, x(yz) = (xy)z.

Propiedad distributiva. x(y + z) = xy + xz.

Existencia de elementos neutros. Existen dos ntimeros reales distintos que se indican por 0 y 1 tales que
para cada namero real x se tiene: 0 +x =x+0=x yl-x =x-1=1.

Existencia de negativos. Para cada ntimero real x existe un nimeroreal y talque x + y =y + x = 0.

Existencia del reciproco. Para cada ntimero real x # 0 existe un ntimero real y tal que xy = yx = 1.

Ley de simplificacién paralasuma. Sia +b = a 4 c entonces b = c (En particular esto prueba que el ntimero
0 del axioma 4 es tnico)

Demostracion.- Dado a+b=a+c. En virtud de la existencia de negativos, se puede elegir y de man-
eraquey+a = 0,conlocualy+ (a+b) = y+ (a+c)y aplicando la propiedad asociativa tenemos
(y+a)+b = (y+a)+centonces, 0+ b = 0+ c. En virtud de la existencia de elementos neutros, se
tiene b = c.

por otro lado este teorema demuestra que existe un solo ndmero real que tiene la propiedad del 0 en el
axioma 4. En efecto, si 0y 0’ tuvieran ambos esta propiedad, entonces 0 + 0 =0 y0+0 = 0; por lo
tanto, 0 4+0 = 0+0 y por la ley de simplificacién para la suma 0 = 0. |

Posibilidad de la sustraccién. Dado a y b existe uno y sélo un x tal que 2 + x = b. Este x se designa por
b — a. En particular 0 — a se escribe simplemente —a y se denomina el negativo de a.

Demostracién.- Dados a y b por el axioma 5 se tiene y de manera que a +y = 0 6 y = —a, por hipétesis
y teorema tenemos que x = b — a sustituyendo y tenemos x = b + y y propiedad conmutativa x =y + b,
entoncesa+x =a+ (y+b) = (a+y)+b = 0+b = b esto por sustitucién, propiedad asociativa y
propiedad de neutro, Por lo tanto hay por lo menos un x tal que a + x = b. Pero en virtud del teorema
1.1, hay a lo sumo una. Luego hay una y sélo una x en estas condiciones. u

3



Teorema
3.3

Teorema
3.4

3.3. Ejercicios Contents

b—a=>b+(—a)
Demostracion.- Sea x = b—ayseay = b+ (—a). Se probard que x = y. por definiciéon de b — g,

(
x+a=byy+a=[b+(—a)]+a=b+[(—a)+a] =b+0=0, porlotanto, x +a = y + a y en virtud
de teorema 1.1 x = y. [ |

—(—a)=a

Demostracion.- Se tiene a + (—a) = 0 por definicién de —a incluido en el teorema 1.1. Pero esta igualdad
dice que a es el opuesto de —a, es decir, que sia + (—a) = O entoncesa =0 — (—a) = a = —(—a). [

3.3 Ejercicios

1. Demostrar los teoremas del 1.5 al 1.15, utilizando los axiomas 1 al 6 y los teoremas 1.1 al 1.4

Teorema a(b—c) =ab—ac

3.5

Demostracion.- Sea a(b — c¢) por teorema tenemos que a [b + (—c)] y por la propiedad distributiva
[ab + a(—c)], y en virtud de anteriores teoremas nos queda ab — ac. |

Teorema O0-a=a-0=0

3.6

Demostracién.- Sea 0 - a por la propiedad conmutativaa-0,a-0+0ya-0+ [a+ (—a)] y en virtud la
propiedad asociativa y distributiva a(0 4+ 1) + (—a) después 1(a) + (—a), luego por elemento neutro
y existencia de negativos tenemos 0, Asi queda demostrado que cualquier nimero multiplicado por
cero es cero.

Teorema Ley de simplificacion para la multiplicacién. Si ab = ac y a # 0, entonces b = c. (En particular esto

3.7 demuestra que el ntiimero 1 del axioma 4 es tinico)

Demostracién.- Sea b, a # 0, y por el existencia del reciproco tenemos 4 - a=1 luego, b =b-1 =
b [a(a/)} = (ab)(a') = (ac)(a’) = c(a-a') = c-1 = ¢ por lo tanto queda demostrado la ley de
simplificacién. |

Teorema Posibilidad de la divisién. Dados a y b con a # 0, existe uno y s6lo un x tal que ax = b. La x se designa

3.8

b . . . : . .
porb/aé S yse denomina cociente de b y a. En particular 1/4a se escribe también a~! y se designa
reciproco de a
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Teorema
3.9

Teorema
3.10

Teorema
3.11

Teorema
3.12

Teorema
3.13

Demostracién .- Sea ay b por axiéma 6 se tiene un y de manera quea-y = 16y = a~!. Por hipétesis y
teorema se tiene x = b-a~!, sustituyendo tenemos x = y-bentoncesax = a(y-b) = (a-y)b=1-b=b
por lo tanto hay por lo menos un x tal que ax = b pero en virtud del teorema 1.7 hay por lo mucho
uno, luego hay una y sé6lo una x en estas condiciones. |

Sia #0,entoncesb/a="b-a"!
Demostracién.- Sea x = b/ayseay = b-a~! se probard que x = v, por definicién de b/a, ax = b

yya = (b-aY)a = b(a~'a) = b-1 = 1, entonces ya = xa y por la ley de simplificacién para la
multiplicacién y = x. |

Sia # 0, entonces (a~!)"! =a

Demostracién.- Sia # 0 entonces (a ')~ = 1- (a7 1)~ =
-1

1 .
—7 = 4a esto por axioma de neutro,
P

definicién de a~! y teorema 1.9, asi concluimos que (a~1)~! = a. |

Siab=0,entonces6a=06b=0

Demostracion.- Veamos dos casos, cuando x # 0y cuando x =0

Six #0yab=0entoncesb =b-1=b(a-a ') = (ab)a~! = 0a~! = 0, ahora si a = 0y virtud del
teorema 1.6 nos queda demostrado que la multiplicacién de dos nimeros cualesquiera es igual a cero
sia=06b=0. n

(~a)b = —(ab) y (~a)(~b) = ab

Demostracién.- Empecemos demostrando la primera proposicién, Por la ley de simplificacién para
la suma podemos escribir como (—a)b + ab = 0 entonces por la propiedad distributiva b [(—a) + 4]
por lo tanto b - 0, luego por el teorema 1.6 queda demostrado la primera proposicién.

Para demostrar la segunda proposicién acudimos a la primera proposicion, (—a)(—b) = — [a(=b)] y
luego,

Sl Sb) £ b+ (<b)) = —[(=b)a+ 1)+ = —[(~b)a+1)—1(=b)] = —[(-b)(a+1—1)] =
—[(=b)a] = — [—(ab)] y en virtud del el teorema 1.4 (—a)(—b) = ab asi queda demostrado la proposi-
cion. |

(a/b)+ (c/d) = (ad +bc) / (bd) sib #0yd # 0.

Demostracién.- Si (a/b) + (c/d) entonces por definicion de a/b, a-b~' +c-d ! = (a-b71) -1+
(c-d)y1=(@b - 1+(c-dV)-1=(a-b71)-dd 14 (c-d~1)-bb~! por las propiedades aso-
ciativa conmutativa y distributiva, (b='d~1)(ad) + (b='d')(cb) = (b='d~1)(ad + cb), por lo tanto
(ad + bc) / bd esto por definicion. n
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Teorema
3.14

Corolario
3.1

Teorema
3.15

(a/b)(c/d) = (ac)/(bd) sib 0y d #0

Demostracién.- Por definicién, (ab—!)(cd~!), propiedades conmutativa y asociativa (ac)(b~1d~1),
y por definicién queda demostrado la proposicién. |

Sic#0yd # 0entonces (cd ') =c!d

Demostracién.- Por definicién de a~! tenemos que (cd~1)~! = -1/ por el teorema de posibili-
dad de la divisién 1 = (c7'd)(cd~!) y en virtud de los axiomas de conmutatividad y asociatividad
1= (c'c)(dd~1), luego 1 = 1. Quedando demostrado el corolario. [

(a/b)/(c/d) = (ad)/(bc)sib #0,c#0yd#0

Demostracién.- Sea (a/b)/(c/d) entonces por definicién (ab~!)(cd=')~!, en virtud del corolario 1 se
tiene que (ab~1)(c~'d), y luego por axioma conmutativa y asociativa (ad)(c~'b~1), asi por definicién
concluimos que (ad)/(cd). |
—-0=0

Demostracion.- Sabemos que por el axioma5a+ (—a) =0, —[a+ (—a)] =0y —a+ —(—a) =0en
virtud de teorema 1.12 y propiedad conmutativa a + (—a) = 0, por lo tanto 0 = 0.

1-1=1

Demostracién.- Por la existencia de elementos nuestros tenemos 171 - 1 y por axioma de existen-
cia de reciproco1 =1

. El cero no tiene reciproco

Demostracién.- Supongamos que el cero tiene reciproco es decir 0-0~! = 1 pero por el teorema
1.6 se tiene que 0- 0~! = 0y 0 = 1 esto no es verdad, por lo tanto el cero no tiene reciproco.

—(a+b)=—a—0
Demostraciéon.- Por existencia de reciproco — [1(a+b)] y teorema 1.12 (—1)(a + b) luego por la

propiedad distributiva [(—1)b] + [(—1)b], una vez mas por el teorema 1.12 —(1a) + [—(1b)], en virtud
del axioma 4 —a + (—b), y teorema 1.3, —a — b

—(—a—-b)=a+0b
Demostracion

Si —(—a — b) entonces por axioma — [1(—a — b)], luego (—1)(—a —b) = (—=1)(—a) — [(—-1)b]) =
(1-a) —[—(1-b)] y por axioma a — [—(b)], asi por teorema a + b.

6
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7. (a=b)+(b—c)=a—c

Demostraciéon.- Por definicién tenemos [a + (—b)] + [0+ (—c)], y axiomas de asociatividad y con-
mutatividad [a + (—c)] + [0+ (—D)], luego por existencia de negativos [a + (—c)] +0, asia + (—

a—~c.

8. Sia#0yb # 0, entonces (ab) ! =a1p~!

11 1
Demostracién.- Por hipétesis 75 luego -p Por lo tanto (ab)~!

9. —(a/b) = (—a/b) =a/(-b)sib#0

Demostracion.- Primero demostremos que — (a/ b)

de la divisién y teorema 1.12 no queda que —(a / b) =(— ) = —a/b.
Ahora demostramos que —(a/b) = (—a/b) = a/(—b),seab # 0, luego —(b~! - a) =
a/ —b.

10. (a/b) — (c¢/d) = (ad —bc)/(bd) sib #0yd #0

Demostracién.- Sea b # 0y d # 0y por definicién ab~! — cd~1, luego por axiomas (ab~!

a/ b) Sea b # 0, en virtud de definicién

(=" 1)]-a =

cd 1) (b-b1), y en virtud del teorema 1.5 y propiedad asociativa b= - d~1(ad — bc ad — be)/bd
y y prop y

3.4 Axiomas de orden

Axioma Si x e y pertenecen a R™, lo mismo ocurre a x + y y xy
7

Axioma Paratodoreal x # 0,6 x € Rt 6 —x € R, pero no ambos.
.8

Axioma 0 ¢ R™
9

Definicién x < y significa que y — x es positivo.
3.1
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Definicién y > x significa que x <y

3.2

Definicién x > y significaque6x <yoéx =y

3.3

Definicién y < x significa que x <y

3.4

3.5 Ejercicios

1.

Teorema
3.16

Teorema
3.17

Teorema
3.18

Demostrar los teoremas 1.22 al 1.25 utilizando los teoremas anteriores y los axiomas del 1 al 9

Propiedad de Tricotomia. Para a y b ntiimeros reales cualesquiera se verifica se verifica una y s6lo una
de las tres relacionesa < b,b <a,a=1»

demostracion.- Seax = b—a. Six = 0, entonces x = a—b = b —a, por axioma 9, 0 ¢ R" es
decir:
a<b b—acRT

b<a a—beR"
perocomoa —b =b—a = 0entoncesnosera < bnib <a
Si x0 # 0, el axioma 8 afirma que 6 x > 0 6 x < 0, pero no ambos, por consiguiente, 6 esa < b 6 es

b < a, pero no ambos. Pro tanto se verifica una y sélo una de las tres relacionesa = b,a < b, b < a.

Propiedad Transitiva. Sia < by b <c,esa <c

Demostracién.- Sia < by b < ¢, entonces por definicion b —a > 0y c—b > 0. En virtud de
axioma (b —a) + (¢ —b) > 0, es decir, c —a > 0, y por lo tanto a < c.

Sia<besa+c<b+c

Demostraciéon.- Seax = a—+c¢ [ ]
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Teorema
3.19

Teorema
3.20

Teorema
3.21

Teorema
3.22

Teorema
3.23

Teorema
3.24

Sia<byc>0esac<bc

Demostracion.- Sia < b por definiciéon b —a > 0, dado que ¢ > 0y por el axioma (b —a)c > 0
y bc —ac > 0, por lo tanto ac < bc

Sia#0esa’ >0

Demostremos por casos..- Si a > 0, entonces por axioma a-a >0 y a?> > 0. Sia < 0, en-
tonces por axioma (—a)(—a) >0 y a®>>0

1>0

Demostracién.- Por el anterior teorema, si1 > 061 < 0 entonces 12 > 0, y 12 =1, por lo tanto
quel >0

Sia<byc<0,esac> bc

Demostracion.- Sic < 0, por definicién —c > 0, en virtud del axioma —c(b—a) > 0,y ac —cb > 0,
por lo tanto ab < ac = ac > bc

Sia < b,es —a > —b. En particularsia < 0,es —a > 0

Demostracion.- Si 1 > 0, por la existencia de negativos —1 < 0 y por teorema tenemos que —1a >
—1b por lo tanto —a > —b

Siab > 0 entonces a y b son o ambos positivos 0 ambos negativos

Demostracién.- Seaa > 0y b > 0, por axioma ab > 0,yseaa < 0y b < 0, por definicién
—a >0y —b >0, porlo tanto (—a)(—b) > 0y por teorema 1.12 ab > 0.
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Teorema
3.25

Corolario
3.2

Sia<cyb<d entoncesa+b<c+d
Demostraciéon.- Sia <c y b <d pordefinicionc—a >0 y d—b > 0, en virtud del axioma 6:
(c—a)+(d—-b)>0=>c—a+d—b>0=(c+d)—(a+b)>0

porlotantoa +b < c+d.

. No existe ningtin ntimero real tal que x> + 1 = 0

Demostracién.- Sea Y = x2 + 1 = 0 de acuerdo con la propiedad de tricotomia:
* Six > 0 entonces por teorema 2.5 x2 > 0y poraxioma?7 x?+1 > OestoesY > 0y no satisface
Y = O para x > 0.
e Six=0entonces x> =0y x> +1=1estoes Y = 1 pero no satisfacea Y = 1 para x = 0.

* Six < 0entonces —x >0y x>+ 1> 0, estoes Y = 0 pero tampoco satisface a y = 0 para x < 0.

. La suma de dos niimeros negativos es un niimero negativo.

Demostracion.- Sia < 0y b < 0 entonces —a > 0y —b > 0 por axioma 7 (—a)+ (=b) >0y
en virtud del teorema 1.19 —(a+b) > 0esdecira+b <0

Sia > 0,también1/a > 0;Sia < 0 entonces1/a < 0

Demostracion.-

e Sia > 0entonces (2a)~'-a > 0-(2a)"! porlo tanto 1/a > 0
e Sia < Oentonces —a >0y (—2a)~1-(—a) >0-(—2a) ! porlotanto1/a >0y —1/a <0

Si0 < a<b, entonces,0 < b1 < g1
Demostracién.- Sib > 0 entonces por el teorema anterior 5! > 060 < b~ 1.
Sia > 0entonces a~! > 0, dado que a < by por teorema a-a~! < a~'basi1 < a~'b, luego

b—1 < a~!-bb~!, por lo tanto b=! < a~!. Y por la propiedad transitiva queda demostrado que
0<bl<al

Sia<byb<cesa<c

Demostracion.- Sia < b6a =byb < c6b = c demostremos por casos: Sia < by b < c por
la propiedad transitiva a < c, despuéssia < by b = c entonces a < c,luegosia = by b < c entonces
a <c,porultimosia =byb=centoncea =, porlotantoa <c

Sic<byb<centoncesc =10

10
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Demostracién .- Sib—c > 0yc—b > 0entonces (b —c)+ (c—b) > 0y 0 < 0 es Falso, en-
tonces queda que ¢ = b (Usted puede comprobar para cada uno de los casos que se suscita parecido
al teorema anterior.)

[
7.5ia<byb<cya=centoncesb =c

Demostracién.- Sia < b y a = centoncesc < b. Seac < b y b < cy por corolario anterior
b=c.

8. Para ntimeros reales a y b cualquiera, se tiene a%2 4+ b2 <0.Siab > 0, entonces es a? + b2 > 0.

Demostraciéon.- Siab > 0 por teorema (a > Oy b > 0)6 (@ < 0y b < 0) luego por teorema
a> > 0y b?> > 0 por lo tanto por axioma 7 y ley de tricotomia a® + b> > 0.

9. No existe ningtin ndmero real a tal que x < g para todo real x

Demostracion.- Supongamos que existe un ntiimero real “a” talquey < a.Sean € R y x=y+n
entonces por teorema 1.18 y+n <a+4+n y x < a-+ n esto contradice que existe un niimero real a
tal que y < a, por lo tanto no existe ningtin ntimero real tal que para todo x, x < a.

10. Si x tiene la propiedad que 0 < x < h para cada ntimero real positivo &, entonces x = 0

Demostracion .- Por el teorema anterior ni 0 < x ni x < h satisfacen la proposicién por lo tanto
quedax =0

Lema Parab>0a2>b=a>Vb6a< —b
3.1

Demostracién.- Por hipétesis a2 > by a? —b > 0, luego (a — vb)(a + v/b) > 0, y por teorema
a—Vb>0y a+Vb<0 6 a—Vb<0 y a+Vb<0,porlotantoa—vb<0 6 a<—b

3.6 Ntumeros enteros y racionales

Definicién Defincién de conjunto inductivo. Un conjunto de ntimeros reales se denomina conjunto inductivo si tiene
3.5 las propiedades siguientes:

a) Elntimero 1 pertenece al conjunto.

b) Para todo x en el conjunto, el ndmero x + 1 pertenece también al conjunto.

11
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Definicién Definicién de enteros positivos. Un ntimero real se llama entero positivo si pertenece a todo conjunto
3.6 inductivo.

3.8 Cota superior de un conjunto, elemento maximo, extremo superior

Definicién definicion de extremo superior. Un niimero B se denomina extremo superior de un conjunto no vacio S si
3.7 B tiene las dos propiedades siguientes:

a) B es una cota superior de S.

b) Ningtn nimero menor que B es cota superior para S.

Teorema Dos niimeros distintos no pueden ser extremos superiores para el mismo conjunto.
3.26

Demostraciéon.- Sean B y C dos extremos superiores para un conjunto S. La propiedad b) de la defini-
cién 3.1 implica que C > B puesto que B es extremo superior; andlogamente, B > C ya que C es extremo
superior. Luego B = C

3.9 Axioma del extremo superior (axioma de completitud)

Axioma Todo conjunto no vacio S de ntimeros reales acotado superiormente posee extremo superior; esto es,
10 existe un nimero real B tal que B = sup$

Definicién Definicién de extremo inferior (Infimo. )Un ntimero L se llama extremo inferior (o infimo) de S si:
3.8
a) L esuna cota inferior para S,
L<x, Vxe8§
b) Ningtn ndmero mayor que L es cota inferior para S.

Sit<x, Vxe&8S, entoncest < L

El extremo inferior de S, cuando existe, es tinico y se designa por infS. Si S posee minimo, entonces
minS = inf$S

12
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3.27

Teorema
3.28

Teorema
3.29

Teorema
3.30

Teorema
3.31

Contents 3.10. La propiedad Arquimediana del sistema de...

Todo conjunto no vacio S acotado inferiormente posee extremo inferior o infimo; esto es, existe un
numero real L tal que L = infS.

Demostracién.- Sea —S el conjunto de los nimeros opuestos de los de S. Entonces —S es no vacio
y acotado superiormente. El axioma 10 nos dice que existe un ndmero B que es extremo superior de —S.
Es facil ver que —B = infS.

3.10 La propiedad Arquimediana del sistema de los niimeros reales

El conjunto P de los enteros positivos 1,2,3,... no estd acotado superiormente.

Demostracion.- Supdngase P acotado superiormente. Demostraremos que esto nos conduce a una con-
tradiccién. Puesto que P no es vacio, el axioma 10 nos dice que P tiene supremo, sea este b. El niimero
b — 1, siendo menor que b, no puede ser cota superior de P. Por b) de la definicion 3.1 existe n > b — 1
esdecirb—1€ P, b—1<b In€ P: b—1 < n. Paraesten tenemosn+1 > b. Puesto que n +1
pertenece a P, esto contradice el que b sea una cota superior para P.

|
Para cada real x existe un entero positivo n tal que n > x
Demostracién.- Sino fuera asi, x serfa una cota superior de P, en contradiccién con el teorema 3.3.

||
Si x > 0 e y es un ndmero real arbitrario, existe un entero positivo n tal que nx >y
Demostracion.- Aplicar teorema 3.4 cambiando x por y/ x.

|

y

Si tres ntmeros reales 4, x, e y satisfacen las desigualdades ¢ < x < a4 = para todo entero n > 1,
n

entonces x = a
Demostracién.- Si x > a, el teorema 3.5 nos menciona que existe un entero positivo que satisface

n(x —a) > y, en contradiccion de la hipétesis, luego x > a no satisface para todo ntimero real x y a4,
con lo que deberéd ser x = a.

13
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Propiedades fundamentales del extremo superior 6 supremo

Teorema Sea /i un nimero positivo dado y S un conjunto de ntimeros reales.

3.32
a)

b)

Si S tiene extremo superior o supremo, para un cierto x de S se tiene
x> supS—nh

Demostracion.- Sies x < supS — h para todo x de S, entonces supS — h seria una cota superior de S
menor que su supremo. Por consiguiente debe ser x > supS — h por lo menos para un x de S.

Si S tiene extremo inferior o infimo, para un cierto x de S se tiene
x<infS+h

Demostracién.- Sies x > supS + h para todo x de S, entonces supS + h seria una cota inferior de S
mayor que su infimo. Por consiguiente debe ser x < supS + h por lo menos para un x de S.

Teorema Propiedad aditiva. Dados dos subconjuntos no vacios A y B de IR, sea C el conjunto

3.33

a)

b)

C={a+b/ac A be B}
Si Ay B poseen supremo, entonces C tiene supremo, y
supC = supA + supB

Demostracién.- Supongamos que A y B tengan supremo. Sic € C, entoncesc = a+ b, dondea € A
y b € B. Por consiguiente ¢ < supA + supB; de modo que supA + supB es una cota superior de C.
esto demuestra por el axioma 10 que C tiene supremo y que

supC < supA + supB

Sea ahora 1 un entero positivo cualquiera. Segun el teorema 3.7 (con h = 1/n) existen una en A y un
b en B tales que:

1 1
> supA— —yb>supB— —
a > sup LY sup o
Sumando estas desigualdades, se obtiene
2 2 2
a+b>supA+supB — oy supA +supB < a—i—b—i—; < supC—i—;
puesto que a + b < supC. Por consiguiente hemos demostrado que
2
supC < supA + supB < supC + ”

para todo entero n > 1. En virtud del teorema 3.6, debe ser supC = supA + supB. Esto demuestra a)

Si Ay B tienen infimo, entonces C tiene infimo, e
infC=infA+infB

Demostracién.- Supongamos que A y B tengan infimo. Sic € C, entoncesc =a+b,dondea € Ay
b € B. Por consiguiente ¢ > infA + infB; de modo que inf A + infB es una cota inferior de C. esto
demuestra por el axioma 10 que C tiene infimo y que

infC > infA+infB

14
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Sea ahora 1 un entero positivo cualquiera. Segun el teorema 3.7 (con h = 1/n) existenuna en A y un
b en B tales que:

a<ian+% y b<infB+%
Sumando estas desigualdades, se obtiene
a+b< ian—l—infB—i—%, infA+infB <infC<a+b< ian—i—infB—i—%
puesto que a + b > infC Por consiguiente hemos demostrado que
infA+infB <infC <infA+infB —l—%

para todo entero n > 1. En virtud del teorema 3.6, debe ser supA + supB = infC. Esto demuestra b)

Dados dos subconjuntos no vacios S y T de R tales que
s <t
para todo s en S y todo t en T. Entonces S tiene supremo, T infimo, y se verifica

supS <infT

Demostracién.- Cada t de T es corta superior para S. Por consiguiente S tiene supremo que satis-
face la desigualdad supS < T para todo t de S. Luego sup$S es una cota inferior de T, con lo cual T tiene
infimo que no puede ser menor que supS. Dicho de otro modo, se tiene supS < infT, como se afirmé.

3.12 Ejercicios

1. Si x e y son ntimeros reales cualesquiera, x < y, demostrar que existe por lo menos un nimero real z
talquex <z <y

Demostracion.- Sea S un conjunto no vacio de R, por axioma 10 se tiene un supremo llamemosle
z, por definicién x < z para todo x € S, ahorasiy € R que cumple x < y, para todo x € S, entonces

z <y, por lo tanto x < z < y esto nos muestra que existe por lo menos un ntimero real que cumple la
condicién x < z < y.

2. Six es un ntmero real arbitrario, probar que existen enteros m y n talesque m < x <n

Demostracion.- Sea n € Z* en virtud del axioma 5 se verifica n +m = 0, donde m es el opuesto
de n, esto nos dice que m < n 'y por teorema anterior se tiene m < x < n.

15
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3. Six > 0, demuestre que existe un entero positivo n tal que 1/n < x

Demostraciéon.- Sea y = 1 entonces por teorema 3.5 nx > 1, porlo tanto1/n < x

4. Si x es un ntmero real arbitrario, demostrar que existe un entero n tinico que verifica las desigual-
dades n < x < n+ 1. Este n se denomina la parte entera de x, se delega por [x]. Por ejemplo,

5] =5 [3] =2 [-3] = -
Demostracion.- Primero probemos la existencia de ,

*Seal<a y S={meN/m<a}
Vemos que S es no vacio pues contienea 1,y a es un cota superior de S, luego por axioma del
supremo, existe un niimero s = supS, entonces por teorema 3.7 con h = 1 resulta:

n>s—1 s<n+1, paraalgnndeS (1)

Como z € 5, se cumple z < a y solo falta probar que a < z+ 1. En efecto, si fuesez+1 < g,
entonces n +1 € Sy por la propiedad a), se tendria n + 1 < 5, en contradiccién con (1).
Por tanto, el nimero entero positivo n cumpleconn <a <n+1
e 0<axl1
En este caso, el entero n = 0 cumple con la propiedad requerida.

* g < 0 Entonces —a > 0 y por los dos casos anteriores, existe un enteroutalque u <a < u+1
dedonde —u—1<a < —u.
Definiendo n por
—u—1 si a<-u
n_{si x<5 a=-u (3.1)

se prueba facilmente quez < a < z+1

Luego demostramos la unicidad. Sea w y z dos ntimeros enteros tal que, w < a < w+1lyz<a <z+1
debemos probar que w = z. Si fuesen distintos, podemos suponer que z < w. Entonces w —z > 1,
estoesz+1 < w,ydea < z+1 < w < aresulta una contradiccién ya que a < a luego se cumple que
w=2z.

5. Si x es un namero real arbitrario, x < y, probar que existe un entero tinico 7 que satisface la desigual-
dadn>x<n+1

Demostracion.- sabemos que para x € R hay exactamenteunn € Ztalquen #x <n+1
Sin = x entonces x # n < x + 1.. Por otro lado si n # x, entonces tenemos n < x,asin+1 < x + 1.
Pero sabemos que x < n + 1, por lo tanto,

xr<n+l<x+l—=-x<n+l1<x+1

6. Si a y b son nimeros reales arbitrarios, a < b, probar que existe por lo menos un ntimero racional r
tal que a < r < by deducir de ello que existen infinitos. Esta propiedad se expresa diciendo que el
conjunto de los nimeros racionales es denso en el sistema de los ntiimeros reales.

existe un ntimero natural d

. . . . 1
Demostracion.- Por la propiedad arquimediana, para el nimero 2
—a

1
tal que Ty de donde

db—da>1 da+1<da (1)
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y también si z=parte entera de da
z<da<z+1 (2)

n .
Sea g = —, con n = z 4 1. Entonces g4 es un niimero racional y cumple x < g < y pues:

d
a _z+1 z+1 _da+1 b
A N Y B
.y por ser z ji_ deducimos que existen infinitos niimeros racionales entre a e b

7. Si x es racional, x # 0, e y es irracional, demostrar que x + y, x — y, xy, x/y, son todos irracionales.

* x+y x—y
Supongamos que la suma nos da un racional, es decir % +y = ; para s,t # 0, por lo tanto

qt +sp
tp
de dos racionales nos da otros racionales).
x — y Se puede comprobar de similar manera a la anterior demostracion.

, asi llegamos a una contradiccién, en virtud del axioma 7 (la suma y multiplicacién

* xy, x/y, y/x
Supongamos que el producto nos da un ntimero racional, por lo tanto g Y = é paraq,s #0y

59

y=_,en contradiccién con la hipétesis. De igual manera se comprueba que x/y es irracional.
p

8. ;La suma o el producto de dos ndmeros irracionales es siempre irracional?

Demostracién.- No siempre se cumple la proposicién, veamos dos contra ejemplos.
Sea a un numero irracional entonces por teorema anterior 1 — a es irracional, asi a + (1 — a) = 1, sabi-

endo que 1 € R. Por otro lado sabemos que S €S irracional, por lo tanto 1 € R.

9. Si x e y son nimeros reales cualesquiera, x < y, demostrar que existe por lo menos un nimero irra-
cional z tal que x < z < y y deducir que existen infinitos

Demostracién.- Sea 0 < x < y e i un ntimero irracional, por propiedad arquimediana y — x > —
n

Z

i
o0 x+—<uy.
. Y
. i .
por teorema 3.15 se tiene que - es irracional llamemosle z por lo tanto x +z > x, luego existe

x <z <y.Yde — deducimos que existen infinitos niimeros irracionales que cumplen la condicién.
n

10. Un entero n se llama par si n = 2m para un cierto entero m, e impar si n + 1 es par demostrar las
afirmaciones siguientes:

a) Un entero no puede ser a la vez par e impar.

, . S N1
Demostracion.- Sean 2ky 2i + 1 dos enteros par e impar a la vez entonces 2k = 2i +16 (k—i) = 5
lo cual no es cierto, ya que la resta de dos ntimeros pares siempre da par, por lo tanto es par o es
impar pero no los dos al mismo tiempo.
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b) Todo entero es par o es impar.

Demostracién.- Porincisoa) 2k # 2k —1parak € Z, por la tricotomia 6 2k < 2k —16 2k > 2k —1
lo cual se cumple pero no ambos a la vez.

¢) La suma o el producto de dos enteros pares es par. ; Qué se puede decir acerca de la suma o del
producto de dos enteros impares ?

Demostracion.- Sea k € R entonces 2k + 2k = 4k = 2(2k). Luego para el producto 2k - 2k =
4k? = 2(2k?)

Por otra parte (2k — 1) + (2k — 1) = 4k — 2 = 2(2k — 1). No pasa lo mismo para el producto ya que
(2k —1)(2k — 1) = 2k? — 4k +1 = 2(2k*> — 2k) + 1

d) Si n? es par, también lo es 1. Si a> = 2b?, siendo a y b enteros, entonces a y b son ambos pares.

Demostracién.- Si 1 es impar entonces 12 es impar, reciprocamente hablando, entonces sea n? =

(2k —1)% para k € R, por lo tanto 2(2k? + 4k) — 1 es impar.
Por otro lado, seaa = 2k, b =2k —1";y k € Z entonces (Zk)2 =2(2k —1)?, por lo tanto k = %,

esto contradice k € Z.

e) Todo ntmero racional puede expresarse en la forma a/b, donde a y b enteros, uno de los cuales
por lo menos es impar.

. , . a .
demostracién.- Sea r un ntimero racional con r = b Sia y bsonambos pares, entonces tenemos
a 2c c
a=2cyb=2d = -=—=-,
Y b 2d d

conc<a y d<b. ahora,sic y dambosson pares, repita el proceso. Esto dard una secuencia
estrictamente decreciente de enteros positivos, por lo que el proceso debe terminar por el principio
r

a
de buen orden. Por lo tanto debemos tener algunos enteros r y s, no ambos con n = s
s

11. Demostrar que no existe niimero racional cuyo cuadrado sea 2.

Demostracion.- Utilizaremos el método de reduccién al absurdo. Supongamos que n es impar, es
decir, n = 2k + 1 k € Z, ahora operando:

n? = (2k+1)? = n® =4k*> + 4k +1 = n®> = 2(2k* + 2k) + 1

Sabemos que 2k? + 2k es un ntimero entero cualquiera, por lo tanto podemos realizar un cambio de
variable, 2k? + 2k = k/, entonces:
/
n* =2k +1

Se tiene una contradiccién ya por teorema anterior se de dijo que n? es par, por lo tanto queda de-
mostrado la proposicién. Ahora si estamos con la facultad de demostrar que /2 es irracional.
Supongamos que /2 es racional, es decir, existen ntimeros enteros tales que:

NG
q

Supongamos también que p y g no tienen divisor comtin mas que el 1. Se tiene:

2

p* =24
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12.

Definicién
3.9

Teorema
3.35

Esto nos muestra que p2 es par y por la previa demostracién tenemos que p es par. En otras palabras
p = 2k, Vk € Z, entonces:

(2k)? = 2¢* = 4k* = 2q2 = 2k* = ¢*

Esto demuestra que ¢* es par y en consecuencia que 4 es par. Asi pues, son pares tanto p como 4 en
contradiccién con el hecho de que p y g no tienen divisores comunes. Esta contradiccién completa la
demostracioén.

La propiedad arquimediana del sistema de ntimeros reales se dedujo como consecuencia del axioma
del supremo. Demostrar que el conjunto de los niimeros racionales satisface la propiedad arquimedi-
ana pero no la del supremo. Esto demuestra que la propiedad arquimediana no implica el axioma del
supremo.

Demostraciéon.- Esta claro que que el conjunto de los racionales satisface la propiedad arquimedi-

anayaquesix = Bey: iparaq, t;éOentoncesg-n> ;

Por otra parte sea S el conjunto de todos los racionales y supongase que esta acotado superiormente,
por axioma 10 se tiene supremo, llamemosle B, entonces x < B, x € S, luego existe t € R tal que
B <'t, asi por teorema 3.14 B < x < t, esto contradice que B sea supremo.

3.13 Existencia de raices cuadradas de los ntiimeros reales no negativos

Nota Los ntimeros negativos no pueden tener raices cuadradas, pues si x*> = 4, al ser a4 un cuadrado

ha de ser no negativo (en virtud del teorema 2.5). Ademads, sia = 0, x = 0 es la tnica raiz cuadrada
(por el teorema 1.11). Supéngase, pues a > 0. Si x> = a entonces x < 0y (—x)? = 4, por lo tanto, x y
su opuesto son ambos raices cuadradas. Pero a lo sumo tiene dos, porque si x*> = a e y> = a, entonces
x> =y> y (x+y)(x—y) =0, en virtud del teorema 1.11, 6 x =y 6 x = —y. Por lo tanto, si a tiene
raices cuadradas, tiene exactamente dos.

1

Sia > 0, su raiz cuadrada no negativa se indicara por a'/2 o por /a. Sia > 0, la raiz cuadrada

negativa es —a'/2 6 —+/a

Cada ntimero real no negativo a tiene una raiz cuadrada no negativa tnica.

Demostracion.- Sia = 0, entonces 0 es la tinica raiz cuadrada. Supdngase pues que a > 0. Sea
S el conjunto de todos los niimeros reales positivos x tales que x?> < a. Puesto que (1 +a)? > a, el
ntmero (2 + 1) es una cota superior de S. Pero, S es no vacio, pues a/(1 + a) pertenece a S; en efecto
a?> < a(1+a)?y por lo tanto a?/(1 + a)?> < a. En virtud del axioma 10, S tiene un supremo que se
d2esigna gor b. Nétese que b > a/(1+ a) y por lo tanto b > 0. Existen s6lo tres posibilidades: b > a,
b* <a,b*=a.

Supéngase b> > ayseac = b— (b®>—a)/(2b)/(2b) = %(b—i—a/b). Entonces a < ¢ < b vy

? = b — (b® —a) + (b® —a)?/4b*> = a + (b*> — a)?/(4b*>) > a. Por lo tanto, ¢ > x? para todo
x € S, es decir, c > x para cada x € S; luego c es una cota superior de S, y puesto que ¢ < b se tiene
una contradiccién con el hecho de ser b el extremo superior de S. Por tanto, la desigualdad b? > a es
imposible.
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Supéngase b> < a. Puesto que b > 0 se puede elegir un ntimero positivo c tal que ¢ < b y tal que
¢ < (a— b?)7(3b).Setieneentonecs

(b4+c)2=b*+c(2b+c) <b*+3bc < b+ (a—b*)=a

es decir, b + c pertenece a S. Como b + ¢ > b, esta desigualdad estd en contradiccién con que b sea una
cota superior de S. Por lo tanto, la desigualdad b? < a es imposible y sélo queda como posible b? = a

3.14 Raices de orden superior. Potencias racionales

El axioma del extremo superior se puede utilizar también para probar la existencia de raices de orden
superior. Por ejemplo, si # es un entero positivo impar, para cada real x existe un niimero real y, y uno
sélo tal que x" = x. Esta y se denomina raiz n-sima de x y se indica por:

y=xi y=1x

Si n es par, la situacion es un poco distinta. En este caso, si x es negativo, no existe un ntimero real y tal
que y" = x, puesto que y" > 0 para cada ntiimero real y. Sin embargo, si x es positivo, se puede probar
que existe un ndmero positivo y s6lo uno tal que y" = x. Este y se denomina la raiz n-sima positiva de x
y se indica por los simbolos anteriormente mencionados. Puesto que n es par, (—y)" = y" y, por tanto,

. . . . p 1
cada x > 0 tiene dos raices n-simas reales, y e —y. Sin embargo, los simbolos x# y {/x; se reservan para
la raiz n-sima positiva.

Si r es un ntimero racional positivo, sea r = m/n, donde m y n son enteros positivos, se define como:

es decir como raiz n-sima de x™, siempre que ésta exista.

Si x # 0, se define

?r
con tal que x” esté definida.
Partiendo de esas definiciones, es facil comprobar que las leyes usuales de los exponentes son vélidas

para exponentes racionales:

Propiedades de potencia.

N
—~
=

XN
~—
©
|
=
P
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4.3 El principio de la induccién matemaitica

Método de demostracién por induccién Sea A(n) una afirmacion que contiene el entero n. Se puede
concluir que A(n) es verdadero para cada n > n; si es posible:

a) Probar que A(nq) es cierta.

b) Probar, que supuesta A(k) verdadera, siendo k un entero arbitrario pero fijado > 17, que A(k+1) es
verdadera.

En la practica, 1 es generalmente igual a 1.

Principio de induccién matemdtica. Sea S un conjunto de enteros positivos que tienen las dos propiedades
siguientes:

a) El ntimero 1 pertenece al conjunto S.
b) Siun entero k pertenece al conjunto S, también k + 1 pertenece a S.

Entonces todo entero positivo pertenece al conjunto S.

Demostracion.- Las propiedades a) y b) nos dicen que S es un conjunto inductivo. Por consiguiente
S tiene cualquier entero positivo.

principio de buena ordenacién. Todo conjunto no vacio de enteros positivos contiene uno que es el menor

Demostracion.- Sea T una coleccién no vacia de enteros positivos. Queremos demostrar que tj tiene un
ntmero que es el menor, esto es, que hay en T un entero positivo t.; tal que g < t para todo t de T.
Supongamos que no fuera asi. Demostraremos que esto nos conduce a una contradiccién. El entero 1
no puede pertenecer a T (de otro modo él seria el menor ndmero de T). Designemos con S la coleccién
de todos los enteros positivos n tales que n < t para todo t de T. Por tanto 1 pertenece a S porque
1 < t para todo t de T. Seguidamente, sea k un entero positivo de S. Entonces k < t para todo t de T.
Demostraremos que k + 1 también es de S. Si no fuera asi, entonces para un cierto ¢, de T tendriamos
t1 < k+ 1. Puesto que T no posee niimero minimo, hay un entero f; en T tal que t; < f; Y por tanto
ty < k4 1. Pero esto significa que f; < k, en contradiccién con el hecho de que k < t para todo t de T.
Por tanto k + 1 pertenece a S. Segtin el principio de induccién, S contiene todos los enteros positivos.
Puesto que T es no vacio, existe un entero positivo t en T. Pero este t debe ser también de S (ya que S
contiene todos los enteros positivos). De la definicién de S resulta que t < t, lo cual es absurdo. Por
consiguiente, la hipotesis de que T no posee un ntimero minimo nos lleva a una contradiccién. Resulta
pues que T debe tener un nimero minimo, y a su vez esto prueba que el principio de buena ordenacién
es una consecuencia del de induccién.

4.4 Ejercicios
1. Demostrar por induccién las férmulas siguientes:

@ 14243+..+n=n(b+1)/2
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(b)

(c)

(d)

Demostraciéon.- Sean = kentonces1+2+3+..+k=k(k+1)/2.
Parak = 1setiene1 =1(1+1)/2.

Por ultimo si k = k + 1 nos queda probar que 1 +2+3+ ..+ k+ (k+1) = W, luego
2
k(k;_l)+(k+1):k(k+1);2(k+1).Asik +§k+2 y (x+l)2(x+2)

14345+..+2n—1)=n?

Demostracién.- Sean = k entonces 1 +3 +5+... + (2k — 1) = k%

Para k = 1 se tiene [2(1) — 1] = 1%,asi1 =1

Luego, sik = k+ 1 entonces 1 +3+5+ ...+ [2(k+1) — 1] = (k+1)2. Por lo tanto k> + 2k + 1 =
(k+1)%

PB+234B 4+ +n3=(1+2+3+..+n)
Demostracién.- Sea n = k entonces,
P22 4334+ =(14+2+3+..+k)?

Parak =1
1=1,

Luegok =k+1,

P+ +B+ . + P+ (k+1P2=(1+2+3+..+k)?,

Asi,
2 2
(k(k;l)) +k+1P= = (k(k;n +(k+1)>

](2(1{47+1)Z+(k+1)3 = kz(k47+1)2+k(k+1)2+(k+1)2
Kk+1)2+4(k+1)°  K2(k+1)%+4k(k+1)% +4(k+1)?

4 B 4
(k+1)2(k>+4k+4)  (k+1)2(k> +4k+4)

4 B 4

BB+ 4+ m—-1P2<n*/a<P4+28+..+n
Demostraciéon.- Sea n = k entonces
P48+ +(k-1)7°<k/4 (1)

Parak =1, 0 < 1/4 se observa que se cumple.
Después, parak =k +1,
B2d+ .+ < (k+1)%/4,

sumando k3 a (1),
B+2B 4+ <k/a+1

y para deducir como consecuencia de k + 1, basta demostrar,
K/4+1 < (k+1)%/4
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, Pero esto es consecuencia inmediata de la igualdad
(k+1)4/4= (K +45 +6k2 +4k+1)/4 =K /4 + K+ (BK2) /2 +k+1

Por tanto se demostr6 que k + 1 es consecuencia de k

2. Obsérvese que:

1 =1
1-4 = —(1+2)
1-4+9 = 14243

1-4+9-16 = —(14+243+4)

Indtzcase la ley general y demuéstrese por induccién
Demostracién.- Verificando tenemos que la ley general es 1 —4 4+ 9 — 16 + ... + (=1)"T1 . n2 =
(-1 (142434 ... +n).

Ahora pasemos a demostrarlo. Sea 1 = k entonces,

1-449—-164 ..+ (1)1 2 = (=D)* 14243 +..+k)

Sik =1, se sigue, (—1)2 212 = (—1)2 -1, vemos que satisface para k = 1. Luego k =k +1,

1-449—16+ ...+ (12 (k+1)2 = (- n“z[“+1gk+”}

Sumando (—1)*2. (k 4+ 1)? a la segunda igualdad dada, se tiene,

1—44+9-164 ..+ (=12 (k+1)2 = (1%“(%“;U)+( D2 (k+1)2
Por lo tanto, basta demostrar que (—1)**1 <k(k2+1)) + (—1)F2 (k+1)% = (—1)k2 [(k—l—l)z(k—i—Z)}

I
—~
|
—_
~—
=~
+
N

2

(_1)k+1 (k(k+1)> +( )k+2 (k+1) [<_1)<k+1)k} ;2(k2+2k+1>}

—W—k+zﬁ+4k+2)

3. Obsérvese que:

1+1 = 2-1
1+3+1 = 2—4
1+3+1+3 = 2—3%
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Demostracién.- Se verifica que 1 + + +.o+

Paran =k

Luegok =k+1

Asf solo falta demostrar que,

4. Obsérvese que:

1 1
T
11 1 1
Its+gtetgp=2-5
1 1
11 1 1
1+2+4+ +2k+l:2_2kﬁ
11 1
2_ﬁ+2k+1:2_2k+1
11 —2+1
2ot T 2t oET
1
= 2y
1 1
=3 = 3
1-301-3) = 3
1-)0-3010-7) = ;

Indtzcase la ley general y demuéstrese por induccion.

Demostraciéon.- Se induce que (

Sea n = k, entonces <

1
tenemos <1 — 2> (1 - =

L
k+1

y demuéstrese por induccién.

Demostracién.- Inducimos que (

Despuésn =k =1,

1- =

) (-3)-(

1)(1) (1) fDespuesparak—Z 1- ; %.Sik:kJrl

1
1‘) 1_k+1>

1
k+1 k+1°

. Hallar la ley general que simplifica al producto

D)6
DE-H0-4

1 2+1 3

1— - =21"
22 22 4

24
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) = ;paratodon > 1.

. Luego es facil comprobar que

1
) = %,para todon > 1.
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Luegok+1,
AV AV R A e _ (k+1)+1
4 9 16 (k+1)? 2(k+1)
Asi,
k+1 1— 1 _ (k+1)+1
2k (k+1)2) — 2(k+1)
k+1 1 k42
2k 2k(k+1))  2k+2
(k+1>-1  k+2
2k(k+1)  2k+2
k+2  k+2
2k+2  2k+2

1
6. Sea A(n) la proporciéon: 1 +2+ ...+ n = §(2n +1)2.
a) Probar que si A(k), A(k+ 1) también es cierta.

Demostracion.- Para A(k+1),
1

1
§(2k+1)2+(k+1) = g[2(k+1)+1]2
4k% +12k+9  4k® 412k +9
8 - 8

b) Critiquese la proposiciéon “de la induccién se sigue que A(n) es cierta para todo n *

Se ve que no se cumple para ningtn entero A(n) pero si para A(n +1).

o) Transférmese A(n) cambiando la igualdad por una desigualdad que es cierta para todo entero

positivo n

9
Primero comprobemos para A(1), 1< 3

Luego para A(k),

1+2+..+(k+1) < %(2k+1)2
Después para A(k+1)

1+2+..+(k+1) < %(2k+1)2
Remplazando (k+ 1) a A(k)

1
14+24 ..+ (k+1) < g(2k+1)2+(k+1)

por ultimo solo nos queda demostrar

(2k+1) < %(2k+1)2 +(k+1)

X =

25



4.4. Ejercicios Contents

7.

10.

4k 4+12k+9  4k2+12k+9
Asi <

) 8 8
namero natural.

+ (k+ 1), vemos que la inecuacion se cumple para cualquier

Sea 17 el menor entero positivo n para el que la desigualdad (1 + x)" > 1+ nx + nx? es cierta para
todo x > 0. Calcular 17, y demostrar que la desigualdad es cierta para todos los enteros n > 1,

Demostracién.- vemos que la proposicién es validad paran; = 3,
(1+x)%>1+3x+32%

ynoasiparan =1 y n = 2entonces A(n) = A(k) >3, (1+ x)* > 1+ kx + kx?. Después para un
Ak+1), 1+t > 14+ (k+1)x+ (k+1)x% asf (1 +kx +kx?)(1+k) > 1+ (k+1)x + (k+1)x2,
luego se cumple la desigualdad x(kx?) + x? +kx +x + 1+ x> > kx? + 22 + kx + x + 1.

Dados ntimeros reales positivos ay, a3, a3, ..., tales que a, < ca,_; para todo n > 2. Donde c es un
ntmero positivo fijo, apliquese el método de induccién para demostrar que a, < a;c"~! para cada
n>1

Demostracion.- Primero, para el caso n = 1, tenemos mcd = a, por lo tanto la desigualdad es
validad. Ahora supongamos que la desigualdad es vélida para algtin niimero entero k: a; < aycf1,
luego multiplicamos por ¢, cay < aick, pero dado que se asume por hipétesis a1 < cay, entonces
a1 < ayc, por lo tanto, la declaracién es vélida para todo 7.

. Demuséstrese por induccién la proposicion siguiente: Dado un segmento de longitud unidad, el seg-

mento de longitud /1 se puede construir con regla y compds para cada entero positivo .

Demostracién.- Dada una linea de longitud 1, podemos construir una linea de longitud /2 tomando
la hipotenusa del triangulo rectangulo con patas de longitud 1.

Ahora, supongamos que tenemos una linea de longitud 1 y una linea de longitud vk para algin
nimero entero k. Luego podemos formar un tridngulo rectangulo con patas de longitud 1 y longi-

tud vk. La hipotenusa de este triangulo es v/k + 1. Por lo tanto, si podemos construir una linea de
longitud v/k, entonces podemos construir una linea de longitud v/k + 1. Como podemos construir
una linea de longitud v/2 en el caso base, podemos construir una linea de longitud /7 para todos los
enteros .

Sea b un entero positivo. Demostrar por induccién la proposicién siguiente: Para cada enteron > 0
existen enteros no negativos g y r tales que:

n=gb+r, 0<r<b

Demostraciéon.- Sea b ser un entero positivo fijo. Sin = 0, luego g = r = 0, la afirmacién es verdadera
(ya que 0 = 0b + 0).

Ahora suponga que la afirmacién es cierta para algunos k € IN. Por hipétesis de induccién sabemos
que existen enteros no negativos q y r tales que

k=gb+r, 0<r<hb,
Por lo tanto, sumando 1 a ambos lados tenemos,

k+1=gb+(r+1).
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11.

12.

Pues 0 < r < b entonces sabemos que 0 <r < (b—1). Si0 <r <b—1,entonces0 <r+1<b,yla
declaracién atin se mantiene con la misma elecciéong y r+1enlugarder.
Por otro lado, sir = b — 1, entonces r + 1 = b y tenemos,

k+1=gb+b=(q+1)b+0

Por lo tanto, la declaracién se mantiene de nuevo, pero con g4 + 1 en lugar de g y conr = 0 (que es
vélido ya que si r = 0 tenemos a < r < b). Por ende, si el algoritmo de divisién es valido para k,
entonces también es valido para k + 1. Entonces, es valido para todos n € IN.

Sean y d enteros. Se dice que d es un divisor de n si n = cd para algiin entero c. Un entero n se
denomina primo si #n > 1y los tinicos divisores de nson1 y n. Demostrar por induccién que cada
entero n > 1 es o primo o producto de primos.

Demostracion.- LA prueba se hard por induccién. Sin = 2 6 n = 3 entonces n es primo, entonces la
proposicién es verdadera.

Ahora supongamos que la afirmacién es verdadera para todos los enteros desde 2 hasta k. Se debe
demostrar que esto implica k 4+ 1 es primo o un producto de primos. Si k + 1 es primo, entonces no
hay nada que demostrar. Por otro lado, si k + 1 no es primo, entonces sabemos que hay enteros ¢ y
dtal que 1 < ¢, d < k+ 1 en otras palabras decimos que # es divisible por niimeros disntintos de 1y
de s mismo.

Por hipétesis de induccién, sabemos que 2 < ¢, d < k entonces ¢ y d son primos o son producto de
primos.

Por lo tanto, si la declaracién es verdadera para todos los enteros mayores que 1 hasta k entonces,
también es verdadera para k + 1, asi es cierto para todon € Z*

Expliquese el error en la siguiente demostraciéon por induccién.

Proposicién.- Dado un conjunto de n nifias rubias, si por 10 menos una de las nifias tiene ojos azules,
entonces las n nifias tienen ojos azules.

Demostracién.- La proposicién es evidentemente cierta si n = 1. El paso de k a k + 1 se puede ilus-
trar pasando de n = 3 a n = 4. Supdéngase para ello que la proposicién es cierta para n = 3 Y sean
G1, Gy, G3, G4 cuatro nifias rubias tales que una de ellas, por lo menos, tenga ojos azules, por ejem-
plo, la G;, Tomando Gy, Gy, G3, conjuntamente y haciendo uso de la proposicién cierta para n = 3,
resulta que también G, y G3 tienen ojos azules. Repitiendo el proceso con Gy, Gy y Gy, se encuentra
igualmente que G4 tiene ojos azules. Es decir, las cuatro tienen ojos azules. Un razonamiento andlogo
permite el paso de k a k + 1 en general.

Corolario. Todas las nifias rubias tienen ojos azules.

Demostracion.- Puesto que efectivamente existe una nifia rubia con ojos azules, se puede aplicar el
resultado precedente al conjunto formado por todas las nifias rubias.

Esta prueba supone que la afirmacion es cierta n = 3, es decir, supone que si hay tres chicas rubias, una
de las cuales tiene ojos azules, entonces todas tienen ojos azules. Claramente, esta es una suposicion
falsa.

4.7 Ejercicios

1.

Hallar los valores numeéricos de las sumas siguientes:
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4
a) Y k=1+2+3+4=10
k=1

b) Zz” 2=2042142242%=15

3
o Y 27t =2l 423425427 =248+32+4128 =170
r=0

4
d) Y n"=1"+22+3%+4" = 1+4+27+256 =288
n=1

5
e ) (2i+1)=143+5+7+9+11=36
i=0
> 1 11 1 1 1
)y, =>4 -+ =+ —-+=0,83333...
k=1

k(k+1) 26 12 20 ' 30

2. Establecer las siguientes propiedades del simbolo sumatorio.

n n n
a) Y (ax+b) =Y ar+ )_ by (propiedad aditiva)
k=1 k=1 k=1

n
Z ar+by) = (a1+b)+ (a2+by)+ ...+ (ay +by)

(a1 +ay+...4+an)+ (by + by + ...+ by) Asociatividad y conmutatividad
n n
= Z ay + Z by
k=1 k=1
n n
b) Z (cag) =c Z ay (Prpiedad homogénea)
k=1 k=1
n
Y (cay) = cay+car+ ..+ cay
k=1

= c(a;+ay+..+a,) distributividad

n
<) Z (ay —ax_1) = a, — ap (Propiedad telescopica)
k=1
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Y (ax—ar1) = (a1—ao)+ (a2 —ar)+ ...+ (ay —a,_1)
= (m+a+..+a,1)—(a0+ar+..+ay,-1)+an

= ap+ Z ag — E ay Reindexar la 2da suma

n—1 n—1
= a,+ Zﬂk—ao— Zak
k=1 k=1

= dnp—14ap

n n
3. E 1 = n (El sentido de esta suma es Z ag, cuando a; = 1)
k=1 k=1

Demostracion.- Probemos por induccién, Si n = 1, entonces la proposicién es verdadera ya que
1

Z 1 = 1. Ahora supongamos que el enunciado es verdadero paran = m € Z". Luego,
k=1

m m m+1
lem$<21:m>+1:m+1:> Y 1=m+1
k k=1

k=1

n
Z (2k — 1) = n? [Indicacin, 2k — 1 = k* — (k — 1)?]

Demostracién.- Sea 2k — 1 = k? — (k* — 2k + 1) = k? — (k — 1)? entonces por la propiedad telesc6pica
n n
setiene Y (2k—1) = ¥ (k2 — (k—1)?) = n2 +0 = n?
k=1 k=1

[indicacién. Usese el ejercicio 3 y el 4.]

n n n
Demostracién.- Por aditividad y homogeneidad se tiene ) (2k—1) =2 Y k— Y. 1 = n? entonces
k=1 k=1 k=1

N‘:
N\:

2

n n n n
2y k—n=n’yaque ¥ 1=mn,luego ¥ k=

—+

N =

6. Z K= n— + - + G [Indicacin. KB —(k—1)3 =3k? — 2k +1]

n
Demostracién.- Por la propiedad telescopica se tiene Y. k3 — (k — 1)® = n3, luego
k=1
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n n n n
=Yy 3*-3k+1 = nd= Y k-3Yk+ )Y 1 propiedad aditiva
k=1 k=1 k=1 k=1
n n3
k=1 3 k= k=1
n 3 2
= kgl K = % + % + g - g por los anteriores ejercicios
n n® n? n
= KR=—+ =+
,El 3 Tt 6
n n n3 n2
7. Y B=— 4+ —
k:Zl 1 T2ty

Demostracién.- Sea k* — (k — 1)* = 4k® — 6k? + 4k — 1 entonces

n n n n n 3 2 2
=4y P-6LKR4+4Yk—L1 = nt=4 zk3—6<”+”+”) 4<”+"> —n
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 3 2 6 2 2
n
= 4 I =n*420%+3n%—2n2
k=1
n B I
B=—+ 4 —
= k§1 1 + > + 1
n 1— xn+1
8.a) ) xF = =— = six # 1. Nota: Por definicién x° = 1 [Indicacién. Apliquese el ejercicio 2 a
k=0 1-x

(1-2) ¥ %]
k=0

Demostracion.- Por propiedades aditiva y telescopica,

n n n
(1 _ x) Z xk _ Z(xk _ xk+1) - _ Z(xk+l _ xk) _ _(xn+1 _ 1) —-1— xn+1
k=0 k=0 k=0

pro lo tanto,

b) ;Cual es la suma cuando x = 1?

Respuesta.- Si x = 1 por la parte 3 y el hecho de que 1¥ = 1 para k = 0, ..., n tenemos

ka: fl:nﬂ
k=0 k=0

2n
9. Demostrar por induccién, que la suma Y (—1)(2k + 1) es proporcional a 1, y hallar la constante de
k=1
proporcionalidad.
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2
Demostracién.- Sean = 1 entonces Y. (—1)¥(2k +1) = 2. Asi vemos que es valida para este caso.
k=1
Observemos que 2n = 2, lo mismo pasa para n = 2 donde 2n = 4. Luego supongamos que la férmula
es valida paran = m € Z*, es decir

i m(—1)k(2k 4+ 1) = 2m,
k=0

entonces

2(m+1)
Y (—Df2k+1) = (-1)(2k+1)

= 2m—[2(2m+1)+1]+ 2(2m+2) +1]
= 2m—4m—3+4m—+5

= 2(m+1)

m—+n
10. a) Dar una definicién razonable del simbolo Y a;

k=m
m-+n
Y g =t + Ay + oo+ A
k=m

b) Demostrar por induccién que para n > 1 se tiene

( 1)m+1

mgl m

»\H

Demostracién.- Sea n = 1 se tiene,

Qmw
Tl
I
al®
»\H
I\J\'—‘

luego,
2
L5

Ahora supongamos que se cumple paran = j € Z" entonces,
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1 2 (—1)mHl 2 1 1 1 2 (1)m+t 1 1
=y L = et s = bt
k:%—&-l k mZ::l m k:?—&-l k + 2] +1 + 2] +2 mZ::l m 2] +1 2] +2

2(j+1) 1 2 (1)m+1 1 1
= == +r——+ =
(k—),:H k> (,El m 2j+1 " 2j+2

2(j+1) 2j m+1
. (;)(ZH) L, 1

k=2 k m=1 M 2j+1  2j+2

2j (1)m+1 1 1 1
= X + = + = - =
m=1 M 2j+1  2j+2 j+1

2(j+1) 1 2 (1)m+1 1
= )y P (Z @) >

k=j+2 m=1 M S 2(i+1)
2(j+1) q 2(j+1) (1ym+1

L :< e )
k=j+2 m=1 m

11. Determinar si cada una de las igualdades siguientes es cierta o falsa. En cada caso razonar la decisién.

100 100

@ Y nt=Y n
n=0 n=1

Razonamiento.- Dado que se se evaltia para n = 0 entonces se tiene que 0* = 0 entonces la
desigualdad es cierta.

100
(b) Y 2 =200
j=0
Razonamiento.- En vista que de si se evaltia para n = 0 el resultado es 2 entonces para n = 100
serd 202, por lo tanto la igualdad es falsa

100 100

© Y 2+k=2+) k

k=0 k=0

Razonamiento.- La igualdad es falsa debido a que el lado derecho de la igualdad se afade el
2 solo una vez, a diferencia de la igualdad de la izquierda que se afiade a cada iteracién de la
suma.

100

99
@ Y (i+1*=Y ¢
i i=0

i=1
Razonamiento.- La igualdad es falsa ya que al cuadrado de la serie de la izquierda se afiade
en 1 a cada iteracion, contemplando que n = 100

100 100 100
© Y0 <Zk> . <2k2>
k=1 k=1 k=1
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Razonamiento.- La igualdad es falsa, ya que anteriormente se dijo que

mientras que

100 100 \ 3
® Y=Yk
k=0 k=0
Razonamiento.- Similar a la parte () se tiene

i 7’14 1’13 712
— =+,
Z4 2

mientras que

12. Inducir y demostrar una regla general que simplifique la suma

i 1
,(:Zl k(k+1)

1 1
Demostracion.- Esta claro ver que kgl k£ 1) = r

2 3 .
tado es 3/ paran = 3 1Y asi sucesivamente.

1 1 1

] Ya que si sumamos para n = 2 el resul-

1 .
Luego efectivamente se cumple paran =1, 110 2" 1=1" 72 Asi asumimos que se cumple

(1+1) 2 141
para un entero fijon = m,
1 k

m
k;k(k+1) T k+1

Ahora supongamos que se cumple para m + 1 por lo tanto

il 1 1 _k+1

k; k(k+1) :k;lk(kJrl) ThT DG kre2

1 _k+1

k
alti t = .
Por ultimo solo falta demostrar que 1 + G+ (kt2)  k+2

k(k+2)+1 K242k +1 (k+1)(k+1) k+1

(k+1)(k+2)  (k+1)(k+2) (k+1)(k+2) k+2
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1
13. Demostrar que 2(v/n +1—/n) < 7 < 2(y/n—+/n—1)sin > 1. Utilizar luego este resultado para

demostrar que

m
1
2Vm—2< ) — <2ym—1
n=1 V1
si m > 2. En particular, cuando m = 10°, la suma estd comprendida entre 1998 y 1999.

Demostracion.- Sea 0 < 1 entonces

0 < 1
4n’+4n < 4n’+4n+1
dn(n+1) < 4n®+4n+1
2ynvn+1 < 2n+1
1
2vVn+1-2 < =
T
2(+/ - < —
(Vn+1—+/n) NG

1
Anélogamente se puede demostrar para — < 2(y/n —+v/n—1)

Vn

Ahora demostramos la segunda parte del enunciado. Consideremos la desigualdad de la izquierda.
Para m = 2 tenemos,

1
2V2 -2, 1+ —
V2

2\@—2 < Zﬁ—\@ yaque2>ﬁ

ya que V2 = 21/2

Sl

A
-
i

donde la inecuacion se cumple. Luego asumimos que la inecuacién se cumple para algtin k € Z para
k > 2, entonces sea

k1 1 k+1 1
2V2-2< Y 2 = 2224 ——_ <)y =
n=11 vVk+1 u=1m
k+1 k+1 1 k+1
= 2V2-242(vVk+2-Vk+1) < L porlapartelyz =
n=1Vn n:l n

JF
[uny

H
o
=

> AVEFT-VEFT+2vE-2) < T

usando la parte 1

= 2vk+1-2<ykil — f

Por lo tanto la inecuacién es verdadera para todom € Z, k > 2.
Ahora veamos la inecuaciéon de la derecha. Para el caso de m = 2 tenemos,

1
+1—; 2v2-1
V2
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f

V2

1
14+ — <2v2-1
V2

luego como V2 = — 2 tenemos
3
\ﬁ<E = 2V2<3
= 2V2+1<4
1
= 24— <2V2
=

por lo tanto la desigualdad es cierta. Asumamos entonces que es cierto para algunosm =k € Z, k > 2,
luego

o
=p

<2vk-1 = (kl} T )

+
= Z

2\/%—1+2(\/k+ —\/%) parte 1

S\

k11
= LY —=<2Vvk+1-1 parte 1
n=1VvVn

Por lo tanto la desigualdad correcta se aplica a todo m € Zk > 2. Cabe recalcar que el libro menciona
m
que m > 2 pero este tltimo solo se cumple para los extremos de la desigualdad y no asi para ), —

n=1 \ﬁ

4.8 Valor absoluto y desigualdad triangular

Definiciéon .
413 |x{81 x, x>0

Teorema Sia >0,es |x| <a siysblosi —a<x<a
4.38

Demostracién.- Debemos probar dos cuestiones: primero, que la desiguadad |x| < a implica las dos
desigualdades —a < x < a 'y reciprocamente, que —a < x < g implica |x| < a.
Ya supuesto |x| < a se tiene también —a < —|x|. Pero6 x = |x| 6 x = —|x|y, porlotanto,x <a y
—a < x, 1o cual prueba la primera parte del teorema.
Para probar el reciproco, supéngase —a < x < a. Si x < 0 se tiene |x] = x < a;si por el contrario es
x < 0, entonces x| = —x < a. En ambos casos se tiene |x| < a, lo que demuestra el teorema.
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4.40

Teorema
4.41

4.8. Valor absoluto y desigualdad triangular Contents

Desigualdad triangular. Para x e y nimeros reales cualesquiera se tiene

x4yl < |x[ + [y]

Demostraciéon.- Puestoque x = |x| 6 x = —|x|,setiene —|x| < x < |x|. Andlogamente —|y| <y < |y|.
Sumando ambas desigualdades se tiene:

—(Ixl+1yD) < x+y < |x[ + |yl

y por tanto en virtud del teorema anterior se concluye que: |x +y| < |x| + |y|

Siay,ay, ..., a, son nimeros reales cualesquiera

n
Y a
k=1

n
<Y fagl
k=1

Demostracion.- Paran = 1 la desigualdad es trivial y para n = 2 es la desigualdad triangular. Supuesta
cierta para n niimeros reales, para n + 1 nimeros reales a1, ay, ..., 4,11 Se tiene:

n+1 n n n n+1
Yoar| =)t | < Y| lanal < Y okl +lanal = ) o]
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Por tanto, el teorema es cierto para 7 + 1 nimeros si lo es para n; luego, en virtud defi principio de in-
duccién, es cierto para todo namero positivo n.

Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Si ay, ..., 4, y by, ..., by son ntimeros reales cualesquiera, se tiene

(Eem) = (£4) (£2)

El signo de igualdad es valido si y s6lo si hay un npumero real x tal que ayx + by = 0 dra cada vanpr de
k=1,2,..,n

n
Demostracién.- Para Vx € R se tiene Y (axx + b;)? > 0. Esto se puede poner en la forma
k=1

Ax?+2Bx+C >0,
donde . . .
A=Y ai, B=Y aby, C=Y b
k=1 k=1 k=1

Queremos demostrar que B> < AC.Si A = 0 cada a; = 0, con lo que B = 0y el resultado es trivial. Si
A # 0, podemos completar el cuadrado y escribir

B\? AC-B?
Ax?+2B =A — = -
x4+ 2Bx+C <x+A) + a
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. . B _ B ,
El segundo miembro alcanza su valor minimo cuando x = 1 Poniendo x = —gen la primera

ecuacion, obtenemos B2 < AC. Esto demuestra la desigualdad dada.

n
4.9 Ejercicios
1. Probar cada una de las siguientes propiedades del valor absoluto.
(@ |x| =0siysoélosix =0
Demostraciéon.- Si |x| = 0, por definicion x = 0. Luego, si x = 0, entonces por teorema
Vxt=+v05=0
(b) | —x| = [x|
Demostraciéon.- Por definicién | —x| = —(—x)six < 0y |—x| = xsix > 0 por lo tanto
| —x=x

© [x—y[=|y—x|

Demostracién.- Por teorema |x —y| = /(x —y)2 = /x2—2xy+1y2 = /Y2 —2yx+ 22 =

VI —x)? =y«

@ |x? =2

2
Demostracién.- Si |x|2, por teorema (\/ xz) , por propiedad de potencia x2

(e |x| = V2

. 1 -
Demostracién.- Sea x> > 0 entonces por teorema V' x2, luego (x?)2, por lo tanto por defini-
cién de valor absoluto x = |x|.

® |xy| = |x|ly]

Demostracion.- Por el teorema anterior |xy| = /(xy)? = Vx2y/y? = |x||y]

(® [x/yl=|x|/lylsiy #0

Demostracion.- Similar al anterior problema se tiene |x/y| = /(x/y)?, luego por propiedades
de potencia y raices v'x2/+/y?2, asi nos queda |x|/|y| siy # 0
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(h) [x —y| < |x[ +|y]

Demostraciéon.- Por la desigualdad triangular y la parte (b) se tiene |x —y| = |x + (—y)| =
[x[+ 1=yl = |x[ + |yl

@ [x] = |yl < [x -yl

Demostraciéon.- Por la desigualdad triangular tenemos que |x| = [(x —y) +y| < |x —y| + |y|
entonces |x| — |y| < |x —y|

G) [Ix] = [yl < [x =yl

Demostraciéon.- Parecido al anterior ejercicio se tiene |y| = |x+ (y — x)| < |x| + |y — x| en-
tonces |y| — |x| < |x —y| y por lo tanto |x| — |y| > |x —y|. Luego por el inciso (i) y teorema
—lx =yl < lxl =yl < |x =yl = [lx| = |yl < |x =y

2. Cada desigualdad (a;), de las escritas a continuacién, equivale exactamente a una desigualdad (b;).
Por ejemplo, |x| < 3siysélosi —3 < x < 3y por tanto (a1) es equivalente a (by). Determinar todos
los pares equivalentes.

|x] <3 — —3<x<3

|x—1] <3 — —2<x<4

[3—2x] <1 — 1l<x<2

1+2x] <1 — —-1<x<0

|[x—1] >2 — x>4VvVirx<-—1

|[x+2|>5 — x>3VvVx<-7

5—x71 <1 — 4<x<6

[x =5 <|x+1 — x>2

x> —2| <1 — —/3<x<-11<x</3
1 1

x < x2—12 < 4x

l
A
=
A\
\

3. Decidir si cada una de las siguientes afirmaciones es cierta o falsa. En cada caso razonar la decisién.

(@) x < 5implica |x| <5

Es falso ya que | — 6] < 5 entonces 6 > 5.

(b) |x —5| <2implica3 <x <7
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Es verdad ya que por teorema —2 < x —5 < 2 entonces 3 < x < 7.

(©) |1+ 3x| <1implica x > —%

2
es verdad ya que —1 < 1+ 3x < 1 entonces —3 <x<0.

(d) No existe namero real x para el que |x — 1| = |x — 2|

Es falso ya que se cumple para %

(e) Paratodo x > Oexisteuny > Otal que [2x +y| =5

Es falso ya que si tomas x = 3 serdy < 0

4. Demostrar que el signo de igualdad es vélido en la desigualdad de Cauchy-Schwarz si y sélo si existe
un ndmero real tal que a;x + by = 0 paratodok =1,2,...,n

Demostracién.- (=) Siap = 0 para todo k entonces la igualdad es verdadera asi asumimos que

a # 0 para al menos un k,
n 2 n n
k=1 k=1 k=1

n
, Luego, sea Y (axx + by)? > 0, entonces
k=1

n n n
2 2
A=Y a, B=) by, C=) b
k=1 k=1 k=1
, asi se tiene

—2B+ V4B —4AC —B++vB*—- AC

2 X > —
Ax*+20"+C>0=«x A 1

B
A
tanto a; # 0 para algtinky a% es no negativo. asis que la suma es estrictamente positivo como se vio
en la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

pero sabemos por suposicién que B> = AC, donde x = —— el cual esta en R ya que A # 0y por lo

(<«=) Supongamos que existe x € R tal que ayx + by = 0 para cada k = 1,...,n. Luego ax + by =
0 = by = (—x)ay. Entonces,
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n n 2
(Eon) = [(£9)
k=1 k=1

k=1
= (£4) (£ )
= <£ a%) <£ (_x”k)z)
k=1 k=1
k=1 k=1

410 Ejercicios varios referentes al método de induccién

Definicién Coeficiente factorial y binomial. El stmbolo 1! (que se lee 1 factorial) se puede definir por induccién como
414 sigue:0'=1, nl=(m—1nsin>1

Obsérvese quen! =1:2-3---n.
Si0 < k < n el coeficiente binomial (}) se define por

1. Calctlese los valores de los siguientes coeficientes binomiales:

5. 4.5

@) (2):m_ﬁ_1o

® ()= g7 =7 = !
©OO=t7mi-a-"

) @):2!(7712)!:62'7:21

@ (13) = 14!(1;71 14) 153--126-.117 = 680
® ()= O,(OOLO), —1

40



Contents 4.10. Ejercicios varios referentes al método de...

2. (a) Demostrar que: () = (," ;)

| [
Demostraciéon.- Sea = [nn._ T entonces (nfik)'k por lo tanto (})

(b) Sabiendo que (;,) = (7) calcular n

Respuesta.- Usando la parte (a) sabemos que k = 10y n — k = 7 por lo tanto n = 17

(c) Sabiendo que (113) = (kli) calcular k

Respuesta.- Similar alaparte (b)) k=14 — (k—4) =2k =18=k =9

(d) ;Existe un k tal que (7) = (,'%)

Respuesta.- No existe ya que k = 12 — (k — 3) = 2k = 15 no es un entero.

3. Demostrar que (") = (") + (}). Esta propiedad se denomina férmula aditiva de los coeficientes

combinatorios o ley del tridngulo de Pascal y proporciona un método rapido para calcular sucesiva-
mente los coeficientes binomiales. A continuacién se da el tridngulo de Pascal para n < 6.

n=20 1
n=1 1 1
n=2 1 2 1
n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1
n=>5 1 5 10 10 5 1
n==o6 1 6 15 20 15 6 1
n =
Demostracion.-
n - n! n!
e s 1 Py ey Rl ey

_ (m)k+(n)(n—k+1)

N kl(n—k+1)!

_ (n)(k+n—k+1)

N ki(n+1—k)!

B (n'(n+1))

o kKl(n+1—k)!

B (n+1)!

o kK![(n+41) — k]!

= ("
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4. Demuéstrese por induccion la férmula de la potencia del binomio:

(a+b)" = i <Z> vk

k=0

Y utilicese el teorema para deducir las férmulas:

i (Z) ="y é}(—nk(’;) =0sin>0

k=0

Demostracion.- Sea n = 1 entonces

1
(a+m)!=a+b= ) (:)gkb”_k—a0b+ab0—b+a—a+b
k=0

Por lo tanto la formula es cierta paran = 1
Luego supongamos que la formula es cierta para algin n = m € Z* entonces,

(a+b)" = i (7;:) Tk

k=0

Luego suponemos que se cumple para m + 1

(Ll + b)m-‘rl — rril (m ;— 1) akbm+1_k
k=0

(a+b)"t1 = { }nf (’E)akbm_k} (a+0b)

k=0

— g()kJrlbmk_'_Z()kberlk
k=0 k=0

— m+1+z()k+lbmk+z()kbm+1k
k=0 k=0

m m
— am+1 + Z (le)ﬂkbm+1_k+ 2 ukbm-i-l—k
k=1 k=0

= g+l ppmtl g (kfl)akbmﬂfk—l— g (rlil)akberlfk
k=1 k=0

= g"tlppmtl Z {[(k 1)_'_(7;(1)] (akbm+1_k)}

_ am+1+bm+1+zlr{n7 (m+1) kbm+1 —k

_ mil (m,jl)akbm"‘l_k

k=0

Por lo tanto, si la férmula es verdadera para el caso m entonces es verdadera para el caso m + 1.

Luego aplicando el teorema del binomio cona = 1, b = 1, entonces,
kpn—k — (1
1 1 =
(a+b)" 2 ab +1)" = ) ( k)
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Para la segunda férmula aplicamos una vez mas pero cona = —1y b = 1, entonces,

pe b = (141 =0t =0=Y" (") (_1)k
(a+b)" = (~1+1) ()

n
Definicién Simbolo producto. El producto de n ntimeros reales a;, a3, ..., a, se indica por el simbolo ] ak, que se
4. - . . o k=1
puede definir por induccién. El simbolo 4143 - - - a, es otra forma de escribir este producto. Obsérvese

que:

n! = ﬁk
k=1

n
5. Dar una definicién por induccién del producto [ | ax
k=1
Definicién.-
n+1l n

0
Hﬂkzl; Hak:anﬂ-nak
k=1 k=1 k=1

Demostrar por induccién las siguientes propiedades de los productos:

6. H(akbk) = (H ak> (H bk> (Propiedad multiplicativa)
k=1

k=1 k=1

n n
Un caso importante es la relacion: | [(cax) = cu [ | a
k=1 k=1

Demostracion.- Sea n = 1 entonces a1b; = a1b;. Supongamos que se cumple paran =m € Z+,

Luego sea m + 1, por lo tanto

m—+1 m+1 m+1
I (aby) = ( ﬂk) (H bk)
k=1 =1 =1
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El caso m + 1 es cierto por lo tanto la propiedad es valida para todon € Z*

7. H B _ Z—Z si cada a; # O (propiedad telescopica)

1 g a a a
Demostracion.- Sea n = 1 entonces [] e S e ar # 0. De ésta manera se
a

k=1 Tk—1 ao ao
cumple paran = 1.

Luego supongamos que se cumple para n = m € Z" asinos queda,

H&:“ﬂ

=1 %-1 4o

Ahora supongamos que es cierto para m + 1, luego

il A Am41
k=1 %1 ag
de donde,
mil g apg I’f[ g
k=1 k-1 Am k=1 k-1
= Amt1 Om
_ Am+1
agp

Vimos que el caso m + 1 es cierto, por lo tanto la propiedad es vélida para Vn € Z*

8. Six # 1, demostrar que: ﬁ(l —l—xzk_l) _ 1o
' ’ que o 1-x

k=1
(Cudl es el valor del producto cuando x = 1?

- 1—x2"
Zkl): 1_xx = 1+x =

1
Demostraciéon.- Se cumple la condicién para n = 1 ya que [T (1+x
k=1

— x2 _
1-x* (1 x)(1+x):1+x'
1—x 1—x

Supongamos que se cumple para n = m € Z* entonces

n k-1 1—x2"
[Ta++* )=
Pl 1—x
, luego se cumple para m + 1,
m+1 2m+l
k-1 1—x

[T+ )=
Pl 1—x

, por lo tanto nos queda,
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10.

m+1

Ma+x2" = @+22")-T1a+22
k=1 k=1
m 1—x2m
= (1+22") ———
(1T+x) 7—

(1 +x21’")(1 7x21’")
1—x

1 x2m+1

1—x

Por lo tanto se cumple para Vn € Z*

n n
. Siay < by para cada valor de k = 1,2, ..., 1, es facil demostrar por inducciéon 2 < 2 by

k=1 k=1
Discutir la desigualdad correspondiente para productos:

n n
H a < H bk
k=1 k=1

Demostracion.- Es fécil ver que es la afirmacién es cierta para n = 1. Supongamos que es cierto
paran = m € Z*, luego por hipétesis sabemos que by, 1 > ay,+1 > 0 de donde,

m—+1 m m+1

m m
[Tax=amer [T <amer- [0k <bmsr- [Tk =1 o
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Algunas desigualdades notables

Six > 1, demostrar por induccién que x"” > x para cadan > 2.5i 0 < x < 1, demostrar que x" < x
para cada x > 2.

Demostracién.- Es facil probar que la afirmacién se cumple para n = 2. Supongamos que se cumple
para algunan = m > 2, asi

x™ > x,
de donde m + 1 se cumple para
xm+1 > x,
asi solo nos queda probar que
X x> X,

el cudl se cumple a simple vista.
Por otra parte sea n = 2 por lo tanto x> < x, como 0 < x < 1 vemos se cumple la desigualdad.
Supongamos que se cumple para n = m > 2, entonces,

XM <x = x™ < xcotx
= xm+1 < x2
= "l <y <x
= "l <y
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Asf la desigualdad es valida param +1 € Z>»

11. Determinense tofos los enteros positivos n para los cuales 2" < n!

Demostracion.- Podemos observar que no se cumple para n = 1,2,3. Luego observemos que la
afirmacién es vélida paran = 4,

2% < 41= 16 < 24.

Ahora demostremos que la afirmacién es valida para n = m + 1 suponiendo que se cumple para
algtin n = m € Zx4, entonces,

2" <ml = 2"(m+1) < m(m+1)! = 2" < (m+1)!

Ya que m > 4 > 2 entonces 2" (m + 1) > 2™ .2 = 2"+l Asi la inecuacién es verdadera para
m+1Vn € 224

12. (a) Con el teorema del binomio demostrar que para n entero positivo se tiene

<1+i)n_1+i

. 1
Demostracion.- Sea a = -y b =1 tenemos,

Gr) - EoG)

n
T iy 1y'
- k:1k| n—k n
r
r=1

n 1 [k=1 k=11
= i L_J”‘”} <H>
n 1 k—l r

= gl

(b) Sin > 1, apliquese la parte (a) y el Ejercicio 11 para deducir las desigualdades
1\" L
2<(1+n> <1+k:21ﬁ<3
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Demostraciéon.- Sin > 1yn > 2 por el teorema bonomial tenemos:

k
n 1
Donde la desigualdad es estricta ya que Y (}) (n) paran > 2.
k=2

Luego por la parte (a) sabemos que

k-1
a que si n > 1 entonce 1—1 < 1, para todo v = 0,...,n — 1 por lo tanto ] 1—1 <
yaq " P p . n

r=

1 r 1
k—1 i — k-1 -
[[r=0 1_1yenconsecuenc1ak! [ll[r—O )(1 n)<k!
n

Por dltimo demostraremos que 1 + ) o <3,
k=1 "%

1 1 1 no1
—_qnt Z 4z —
1+Zk_1k! 1+1+2+6+k:4k!
8§ 1
< §+ y 5 por el problema 11
k=4
8 1 (n=41
- 3+m(k§ozk)
1 1
- §+16(2_2”_4> por el problema 8
o811
3 8 2
< 3

13. (a) Sea p un entero positivo. Demostrar que:

bP —aP = (b—a)(bP L+ 6P 20+ 0P 3a% + ..+ baP 2 +aP Y

Demostracién.- Sea (b —a)(bP~1 + bP~2a + bP~3a% + ... + baP~2 + aP~!) entonces,
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= (b—a) (pzl bpklak>

k=0
p-1 p-1
= b| L br k) —a y ppklek
k=0 k=0
-1 -1
_ pz bp—kak_pz pp—kgk—1
k=0 k=0

p-1 p-1
= b+ ¥ bRk —ap — ¥ br kgt
k=1 k=1

=  bP —gP

(b) Si p y n son enteros positivos, demostrar que

(n + 1>p+l _ pyptl

n?f <
p+1

< (n+ 1)

Demostracion.- Por el teorema binomial se tiene:

(n+ 1P —nPHt ( 1 > (p)El (”Zl)nk> — nP+1]
k=0

p+1 p+1
-l
P (p o+ Dnd (z "k >nk> —nPH]

- (=)
= P+ (;Hl—l> ((le)nk)

> nF

Luego para la desigualdad de la derecha usaremos la parte (a), de la siguiente manera:

(n + 1)10—1—1 _ pptl
p+1

= (p—li-l) [(n4+1)P +n(n+ NP 4 +nP Y (n+1)+ n?|

A

(p—ll-l) [(M4+1)P + (p+1)P + o4+ (n+1)P + (1 +1)7]

= (537 + D=1

= (n+1)P
(c) Demuéstrese por induccién que:
n—1 npt1 n
Y K< <Y K
k=1 k=1
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0 pt1 1
Demostracién.- Sean = 1 entonces ) kP =0 < 1 < Y k7 =1 por lo tanto la inecuacién
k=1 p k=1
se cumple. Luego asumimos que es verdad para algin n = m € Z>°. Asf para la inecuacién de
la izquierda se tiene:

m+1 mp+1

K <
k=21 p+1

Luego,
m mp1
k=1 p+1

+ mP

mp—H (m + 1)p+1 _ mp+1
p+1 p+1

(m+1)PH
p+1

Ahora veamos para la inecuacion de la derecha. Asumiendo que es verdad para algtinn = m ¢
Z~, tenemos:

p+1 m
O Y &
p+1 =
, entonces
mp+1 ( 1)p mil i
+ (m+ <
p+1 k=1
p+1 1)+l — yypt1 m-+1
mPt + (m+1) m < e
p+1 k=1
1)p+1 m+1
(m+ P G
p+1 k=1

Asi vemos que se cumple para todo n € Z>°

14. Sean a4y, ...,a4, 1 nimeros reales, todos del mismo signo y todos mayores que —1. Aplicar el método
de induccién para demostrar que:

(I4+a)Q+ay)---(A4+ay) >1+a+ar+ ... +ay
en particular, cuando a; = a; = ... = 4, = x, donde x > —1, se transforma en:
(14+x)" > 1+ nx (desigualdad de Bernoulli)

Probar que si n > 1 el signo de igualdad se presenta en (1.25) s6lo para x =0

Demostracion.- Sea n = 1 entonces 1+ a; > 1+ a; por lo que la desigualdad es valida. Ahora
supongamos que la desigualdad es vélida para algin n = k € Z. asf,

(1+a1)...(+a) >14a1+ ... +a
de donde,

(14+a1)...(1+ax) (1 + ax4q) (1+a;+..+ap)(1+a51)

(1+ay+ .. +axq) +agyq(ag + ... +ag)
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15.

dado que a; deben ser del mismo signo por lo tanto a1 y (a3 + ... + ax) debe ser positivo. Asi,
(I4+a1) - (T4apq) >1+a1+ ... + a1

que cumple la desigualdad para n € Z¢

Vemos ahora la desigualdad de bernoulli. Si x = 0 entonces (14 0)" =1 =1+ n-0, por lo tanto se
cumple la igualdad si sélo si x = 0

Para el caso de n = 2 tenemos (1 + x)?01 + 2x + x? > 1 + 2x entonces la desigualdad se cumple para
n = 2. Supongamos ahora que la desigualdad es estricta para algtin n = k € Z~1 por lo tanto

(14+x)%F>1+kx
asi,

1+ 1 +x) > (1+k)(1+x)
1+ )1 > (k+1)x + kx?
1+ > 14 (k+1)x

Ya que k > 0y x > 0 implica que kx> > 0 por lo tanto la desigualdad es estricta para todo n > 1 si
x # 0. Por lo tanto, la igualdad es vélida siy s6losi x = 0

k
1
Sin > 2, demostrar que n!/n" < <2> , siendo k la parte entera de n/2.

Demostraciéon.- Demostremos por induccién. Sea n = 2 entonces

21 (1.1

22 2 \2) 2
yaque n/2 = 2/2 = 1 = k siendo k la parte entera de n/2. Supongamos que la desigualdad se
cumple para algtinn = m € Z > 2. Entonces,

() - ()] < (1) [
< (1) ()

Luego por el problema 13 se tiene

(m+1)PH1 — mp+l

mP <
p+1

VpeZ"
Supongamos que p = m — 1 entonces,

(m+1)PF1 —mpt1

mPH + (p+1)mP < (m +1)P*1

m" +m" < (m+1)" yaquep =m—1
2m™ < (m+1)™

_m \"_1
m+1 2

m§<;>k(m’i1>m§<;>k+l

(p+1)m?P

L

Asinos queda que
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16.

Por ultimo recordemos que k es la parte entera de m/2, para completar la demostracién debemos
demostrar que si la desigualdad se cumple para m entonces e cumplird para m + 1, en efecto si m es
par, entonces k = m/2y k+1 = (m+1)/2, por otro lado si m es impar entonces k = (m +1)/2. En
cualquier caso k+1 > (m + 1) /2 entonces

(m+1)! 1\* /1 mTH
i< (z) = (3)

Por lo tanto la desigualdad es vélida para el caso m + 1 y en consecuencia es cierta para n € Zx>)

Los ntiimeros 1,2, 3,5,8,13, 21, ... tales que cada uno después del segundo es la suma de los dos ante-
riores, se denomina nimeros de Fibonacci. Se pueden definir por induccién como sigue:

ap =1, ap=2, apy1 =an+a,_1, sin>2.

W< (1 +2\6>

Demostracién.- Para el caso de n = 1 tenemos

Demostrar que

paracadan > 1.

1++5
2

1<

ya que /5 > 2 se cumple la desigualdad para n = 1. Ahora supongamos que es verdad para algtin
n =k € Z>1,luego

ag + a1 <

1+ﬁ>k+ <1+\f5>k1

= Ig+1 <

|

N

—_

ol T

S
N———
~
-

Por lo tanto la desigualdad es valida paran € Z >4
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Definicién Desigualdades que relacionan distintos tipos de promedios. Sean x1, X, ..., X; # nimeros reales positivos.
4.16 Si p es un entero no nulo, la media de potencias p-énesimas M, se define como sigue.

1/
Mo <xf+...+x,’;) P
P n

El nimero M; se denomina media aritmética, My media cuadratica y M_1 media armoénica.

17. Si p > 0 demostrar que M, < sz cuando x1, X, ..., X no son todos iguales.

Demostraciéon.- Sea a; = x,’f y b = 1 entonces por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

(Bot) = (£) (£7)

luego, vemos que la desigualdad es estricta ya que si se sostuviera la igualdad existirfa alguna y € R

1\"7
tal que x,f -y +1 = 0, Vk, pero esto implicaria que x; = <—y> , Vk, contradiciendo nuestro

n
supuesto de que xj no todos son iguales. Luego sabemos que ) 1 = n entonces
k=1

1/2
n n 2
2x£ (Z a,f) -nl/2
k=1
n 1/p n 1/2p 1 1/2p
< > xf) < ( > aip> <> elevado por 11/p
k=1 k=1 n

1/2 1/2 1/2
)G =G
por
n n

A\

/N
<=
~__
—
~
)
£
e
=
3
~_
—
~
<
AN
£
=
S
>N

. ) 1/p 2p 1/2p
5 &
= < =
n n

18. Apliquese el resultado del Ejercicio 17 para demostrar que
4
at + b+t > %

sia? +b* +c? =8ya, b, c>0.

Demostraciéon.- Sea a + b + ¢ € R distintos entre si, aplicamos el problema 17 con p = 2,

3 3 3 3

(a2+b2+c2>”2 (u2+b2+cz)1/4 (8)2 at 4 bt 4 ot
_ < |\ — = (3) <—5—

64
= a4+b4+c4>?
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Luego sia = b = ¢, entonces

24+ +c?2 = 342=38

= at4bt+ct=

\
1N
s
Il
S
S
|
o
B
|
©@ o) wim

Por lo tanto la desigualdad se cumple para cualquier 4,b,c € R

19. Sean a4y, ..., a, n nimeros reales positivos cuyo producto es igual a 1. Demostrar que a; + ... +a, > n
y que el signo de igualdad se presenta s6lo cuando cada a; = 1

Demostraciéon.- Consideremos dos casos:
Cl Sia; = ... =a, = 1, entonces
n n n n
Y=Y 1=n>]]Jau=]]1=1
k=1 k=1 k=1 k=1

Por lo tanto la desigualdad se cumple.

C2 Seaay # 1y n =2 por induccién vemos que no se cumple la desigualdad

a1-a2751

. Si uno de ellos no es uno tampoco lo es el siguiente es decir,

a-ap=1 = azza

1
= al—i-az:al—i-a—

a%—i—l
= Mm+tap=—-
a1
a%—2a1—|—1+2a1
= a1 +day; =
aj
—1)2
= a1+a2=M+2

aj

= aj+a>2

2

(m1 = para a; > 0, por lo tanto la desigualdad es

Donde la desigualdad final sigue desde p
1

valida para el cason = 2
Supongamos que la desigualdad se cumple paran =k € Z". Luego a3, ...,ax11 € RT cona; #1
paraal menosuni =1,..,k+1.Sig; <1, entonces debe haber algtin j # i tal que a; > 0 porque
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de lo contrario si a; < 1 para todo j # i, entonces a1 - - - ax 11 < 1. De manera similar, si a; > 1,
entonces hay algtn j # i tal que a; < 1. Por lo tanto tenemos un par 4;, 4; con un miembro del par
mayor que 1y el otro menor que 1. Sea este par a; y aj.1 entonces definamos a1 - a1, entonces,

b-a2~-ak:1:>b1+a2+...—akZk

Ademas, dado que (1 —a;)(1 — ax,1) < 0 (dado que uno de a;, 4y, 1 es mayor que 1y el otro es
menor que 1, uno de (1 —a1), (1 — ag, 1) es positivo y el otro es negativo, luego

1—ay—ap g +aap 1 <0=>b<ay+apq—1,

Asi
b+a+..+axy>k=>m+a+..+tap+ap >k+1

Por lo tanto, la desigualdad es valida para k + 1 y en consecuencia es verdadera paran € Z*

Definicién La media geométrica G de n ntimeros reales positivos x1, ..., x,, estd definida por la férmula G =
4.17 o 1/n
A7 (x1xp - Xp)

20. (a) Designese con M) la media de potencias p-ésimas. Demostrar que G < M; y que G = M solo
cuando x; = xp = - - - = Xy,.
Demostracién.- Si xq, ..., X, no todos iguales, entonces

Gn = [(xl c 'xn)l/n]n =X1"" " Xn,

(éﬂ) (x1-xn) = 1

()G -

% + % + ..+ % > n por problema anterior

X1+x+.+x, > n-G

M] > G

luego si x1, ...x; son todos iguales , entonces,

G:(xl---xn)l/":(x{l)l/":xlz—zile

(b) Sean p y q enteros, g < 0 < p. A partir de (a) deducir que M; < G < My si x1, X2, ..., X; NO son
todos iguales.

Demostracion.- Probemos primero que G < M,,. Para ello primero veamos que si x1, ..., X, son
ntimeros reales positivos, no todos iguales entonces xp, ..., x; también son ntimeros reales posi-
tivos también no todos iguales. A partir de la definicion de M, y dejando M, (xf , ..., X)) denotar

la p-enésima potencia media de los nimeros xf, " xﬁ tenemos,
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xf+...+xz
n

1/p1?
_ <xf+...+x5> P

Ml(xf,...,xﬁ) =

n

= [Mp(xl,...,xn)]p

asi se observa que [My(x1, ..., x,)]P = My (xf, ..., Xh) luego por la parte (a),

(xq--- xn)r’/n

(xf . ..xZ)l/n
G(xf,...,x,’;)

M (x,...,x — nP)
[Mp(xl,...,xn)]f’

G(x1, - Xp)

Al

Por lo tanto implica que G < M,
ahora debemos M; < G para g < 0, visto de otra forma —g > 0 entonces G < M_4 y por la
desigualadad que demostramos se tiene,

G I1<(My)1=G">M =G>M,

21. Apliquese los resultados del Ejercicio 20 para probar la siguiente proposicién: Si a4, b y ¢ son ntimeros
reales y positivos tales que abc = 8, entonces a +b +c > 6 y ab+ ac + bc > 12.

Demostracién.- Seaa,b € RT tenemos

a3 < a+b+c
(a-b-c) < —5
(a+b+c)d
8 5 T
2235 < (a+b+c)
a+b+c > 6

Luego para la segunda desigualdad utilizamos la parte (b) del anterior problema,
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-1

-1 -1 -1
(El +b +c ) S (a'b'c)1/3
3
3
3
1,11
a b ¢
L U B S
a b ¢ - 23
1 1 1 3
e T S
a+b+c - 2
bc+ac+ ab S 3
abc - 2
bc+ac+ab S §
8 - 2
ab+ac+bc > 12

22. Sixq, ..., x4 son nimeros positivos y si y; = 1/xx, demostrar que

<kn1 xk) <ki1yk> > .

1
Demostraciéon.- Sea /Xi\/Vx = 1 ya que y; = - entonces por la desigualdad de Cauchy-Schwarz
k

tenemos,

(i xk) <£yk) > n?
k=1 k=1

23. Sia, by c son nimeros positivos y si a + b + ¢ = 1, demostrar que (1 —a)(1 —b)(1 — c) > 8abc

Demostracion.- Sea M_1(a,b,c) < M;(a, b, c) entonces

a_1+b_1+4c4 _1<a+b+c
3 =3

por lo tanto,
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3 1
T, 1 =3
b ¢
o < 111
a b ¢
9abc < bc+ac+ab
8abc < bc—+ac+ ab— abc
8abc < 1—(a+b+c)+ab+ac+ bc—abe

yaquel=a+b+c luegol — (a+b+c)+ab+ac+bc—abc= (1—a)(1—0b)(1—c)asinos queda

8abc < (1—a)(1—-b)(1—c)
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1

Los conceptos del Calculo Integral

1.3 Funciones. Definicién formal como conjunto de pares ordenados

En célculo elemental tiene interés considerar en primer lugar, aquellas funciones en las que el dominio
y el recorrido son conjuntos de niimeros reales. Estas funciones se llaman Funciones de variable real o
funciones reales.

Definicién Par ordenado. Dos pares ordenados (a,b) y (c,d) son iguales si y sélo si sus primeros elementos son
11 jguales y sus segundos elementos son iguales.

(a,b) = (c,d) siysolosi a=cyb=d

Definicién Definicién de funcién. Una funcién f es un conjunto de pares ordenados (x,y) ninguno de los cuales
1.2 tiene el mismo primero elemento.

Debe cumplir las siguientes condiciones de existencia y unicidad:
() Vx € Dy, 3y/(x,y) € f(x) y = f(x)
Gi) (x,y)efA(x,z)ef=>y=2z

Definicién Dominio y recorrido. Si f es una funcién, el conjunto de todos los elementos x que aparecen como primeros
1.3 elementos de pares (x,y) de f se llama el dominio de f. El conjunto de los segundos elementos y se
denomina recorrido de f, o conjunto de valores de f.

Teorema Dos funciones f y g son iguales si y sélo si
1.1
(a) fy gtienen el mismo dominio, y

(b) f(x) = g(x) para todo x del dominio de f.
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Demostracién.- Sea f funcién tal que x € Dy, 3y / y = f(x) es decir (x, f(x)), g una funcién talque
Vz € Dg,dy / y = g(z) es decir (z,8(z)), entonces por definicion de par ordenado tenemos que
(x, f(x)) = (z,8(z)) siy s6losix = zy f(x) = g(2)

Definicién Sumas, productos y cocientes de funciones. Sean f y g dos funciones reales que tienen el mismo dominio
14 D. Se puede construir nuevas funciones a partir de f y g por adicién, multiplicacién o division de sus
valores. La funcién u definida por,

u(x) = f(x) +g(x) sixeD

se denomina suma de f y g, se representa por f + g. Del mismo modo, el producto v = fcdotg y el
cociente w = f/g estan definidos por las férmulas

v(x) = f(x)g(x) sixe D, w(x)=f(x)/g(x) six € Dyg(x) #0

1.5 Ejercicios

1. Sea f(x) = x + 1 para todo real x. Calcular:

« f2)=2+1=3

o f(-2)=-2+1=-1

'f(.;):z“:.f_
o1 _1
f@) "3

e fla+b)=a+b+1

* fla)+f(b)=(a+1)+(b+1)=a+b+2

o fla) - f(b)=(@a+1)(b+1) =ab+a+b+1

2. Sean f(x) =1+x y g(x) =1— x para todo real x. calcular:
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* f(2)+8(2)=(1+2)+(1-2)=2

° f(2)—g(2)=(1+2)—(1-2)=4

* f(2)-8(2)=(1+2)-(1-2)=3-(-1)=-3

* fla)+g(—a)=(0+a)+(1—-a)=2

o f()-g(—t)=(1+t) - 1+t)=1+t+t+2 =12 4+2t+1= (t+1)?

e f(0)=10-3|+|0—-1=3+1=4

s f)=N=-3+1-1=2

e f(2)=2-3|+2-1=-1+1=2

* fB)=B=-3l+3-1]=2

e f(-1)=|-1-3]+|-1-1]=4+2=6
e f(-2)=|-2-3[+|-2-1/=5+3=38

Determinar todos los valores de t para los que f(f +2) = f(f)

t+2-3|+t+2—-1 = [t-3]+|t—1]
t—1|+|t+1] = [t=3|+]|t—1]
t+1] = t-3

Porlotantot =1

4. Sea f(x) = x? para todo real x. Calcular cada una de las férmulas siguientes. En cada caso precisar
los conjuntos de ntimeros erales x, v t, etc., para los que la férmula dada es vélida.

@ f(=x)=f(x)

Demostracién.- Se tiene f(—x) = (—x)2 =22 = f(x) ¥x € R
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b) f(y) = f(x) =y —x)(y+x)
Demostraciéon.- f(y) — f(x) =y* —x*> = (x —y)(x+y), Vx, y€ R

(© f(x+h)—f(x)=2xh+h

Demostracién.- f(x +h) — f(x) = (x + h)? — x> = x> + 2xh + h?> — x> = 2xh + h?, Vx € R

@ f(2y) = 4f(y)

Demostracion.- f(2y) = (2y)? = 4y*> = 4f(y), Vy € R

(@ f(t?) = f(t)?

Demostracién.- f(t2) = (t2)? = f(t)?

) /f(a) =
Demostracion.- +/f(a) = Va? = |a|

5. Sea g(x) = V4 — x? para |x| < 2. Comprobar cada una de las férmulas siguientes e indicar para qué
valores de x, y,s y t son validas.

@ g(—x) = g(x)

Se tiene g(—x) = /2 — (—x)2 = /2 — (x)2 = g(x), para|x| <2

M®) g(2y) =2/1—y?

=/4-(2y)2 = /4(1 y):2\/1—y, para |y| < 1 Se obtiene |y| < 1de /1 —y?es
dec1r1—y2>0entonces\ﬁ§ y |yl <1

1 42 1
@g<): T
2 2
/4_ \/41‘ 1_\/4Tt| 1, paraItIZ%

Para hallar los Valores correspondientes debemos analizar v/4t2 — 1. Es decir

4t —1>0:>4t2>1=>t2>2l:>\t\ %
(d g(a—2)=+4da—a?
gla—2)=V4—x2=/4- 2)2 = \/4a — a2, para 0 < a < 4. Basta probar 4a —a? > 0
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2 — g2
s (E) = \/4 - (%) = \/1675, para |s| < 4. ya que solo basta comprobar que v16 — s2 > 0

2 2
1 _2-gk)
® 2+ g(x) x2
1 1 2—V4—-x2  2—g(x)

para |x| <2y x#0

2+3(x) 24vVi-2 2—Vi-2 22

Evaluemos v4 — x2. Sea 4 — x> > 0 entonce vVx2 < 2. Por otro lado tenemos que la funcién

1
no puede ser 0 por 27 por lo tanto debe ser x? # 0.

6. Sea f la funcion definida como sigue: f(x) = 1para0 < x <1; f(x) =2 paral < x < 2. La funcién
no estd definidasix < 06six > 2.

(a) Trazar la grafica de f

f(x)

flx)=2
L]

(b) Poner g(x) = f(2x). Describir el dominio de g y dibujar su grafica.

f(x)

1

1 2

Debidoaquel <2x <1 y 1< 2x <2eldominiode g(x)es0<x <1

(c) Poner h(x) = f(x —2). Describir el dominio de k y dibujar su grafica.
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f(x)

Debidoaquel <x—-2<1 y 1<x—2<2eldominiodeh(x)es2<x<4

(d) Poner k(x) = f(2x) + f(x — 2). Describir el dominio de k y dibujar su grafica.

El dominio estd vacio ya f(2x) que solo estd definido para0 < x <1 y f(x —2) solo esta
definido para 2 < x < 4. Por lo tanto no hay ninguno x que satisfaga ambas condiciones.

7. Las gréficas de los dos polinomios g(x) = x y f(x) = 2°

parte suficiente de sus gréficas para ver c6mo se cortan.

se cortan en tres puntos. Dibujar una

f(x)=x

8. Las gréficas de los dos polinomios cuadréticos f(x) = x> —2 y g¢(x) = 2x? + 4x + 1 se cortan en
dos puntos. Dibujar las porciones de sus graficas comprendidas entre sus intersecciones.
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fx) =202 +4x +1

. 2
flx) =x% -2

n
9. Este ejercicio desarrolla ciertas propiedades fundamentales de los polinomios. Sea f(x) = ) crxk
k=0
un polinomio de grado n. Demostrar cada uno de los siguientes apartados:

@ Sin>1y f(0)=0, f(x) = xg(x), siendo g un polinomio de grado n — 1.

Para entender lo que nos quiere decir Apostol pongamos un ejemplo. Supongamos que ten-
emos un polinomio donde f(x) = 2x? 4 3x — x entonces notamos que f(x) = x(2x +3 —1)
donde g(x) = 2x +3 — 1, esto quiere decir que si 0 = f(0) = ¢y = c1x + x% + ... + cpx" =
x(c1 + c2x + ... + cyx" 1) Asi que debemos demostrar que f(x) es un polinomio arbitrario de
grado n > 1 tal que f(0) = 0, entonces debe haber un polinomio de grado n — 1, g(x), tal que

flx) = xg(x)
Demostracién.- Sabemos que
f0)=cy-0"+cy1-0" 1+ .4 c1-0+cp = co,

como f(0) = 0 se concluye que cy = 0. Asi tenemos
- k
flx) =) cx®
k=1
Ahora crearemos una funcién g(x). Dada la funcién f(x) como la anterior, definamos,
n n
Fx) = Yo et = Y et
k=0 k=1

Ahora crearé una funcién g(x). Dada una funcién f(x) como la anterior, definamos
4 k—1
g(x) = Z CkX
k=1

donde ¢, son los mismos que los dados por la funcién f(x). Primero notemos que el grado de
¢(x) es n — 1. Finalmente, tenemos que

n

xg(x) = x i k1 =Y gk = f(x).
k=1

k=1
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(b)

(o)

(d)

Para cada real 4, la funcién p dada por p(x) = f(x + a) es un polinomio de grado n.

Demostracion.- Usando el teorema del binomio,

flx+a)

1]
—~
=
+
AN
~—
o

=

= cot+(x+a)er+ (x+a)cy+ ..+ (x+a)c,

- cra (B0 ) oo (B0 ) -ve (B0

= (Co +acq + ﬂ2C2 + ...+ a”cn) + x(cl +2acy + ...+ nan—lcn)

- E( (5 (i Ja-+))

En la linea final reescribimos los coeficientes como sumas para verlos de manera mds concisa.
n .
De cualquier manera, dado que todos los ¢; son constantes, tenemos Z < J k) cjal K es alguna
=k N T
constante para cada k, de dj y tenemos,

n
p(x) =Y dyxk
k=0

Sin>1 y f(a) = 0 para un cierto valor real a, entonces f(x) = (x —a)h(x), siendo h un
polinomio de grado n — 1. (considérese p(x) = f(x +a).)

Demostraciéon.- Por la parte b) se sabe que f(x) es un polinomio de grado n, entonces p(x) =
f(x + a) también es un polinomio del mismo grado. Ahora si f(a) = 0 entonces por hip6tesis
p(0) = f(a) = 0. Luego por la parte a), tenemos

p(x) = x-g(x)

donde g(x) es un polinomio de grado n — 1. Asi,

plx—a) = f(x) = f(x) = (x —a) - g(x —a)

ya que p(x) = f(x+a). Pero, si g(x) es un polinomio de grado n — 1, entonces por la parte b)
nuevamente, también lo es h(x) = g(x + (—a)) = g(x — a). Por lo tanto,

f(x) = (x—a)-h(x)

para h un grado n — 1 polinomial, segtn lo solicitado.

Si f(x) = 0 para n + 1 valores reales de x distintos, todos los coeficientes c¢; son ceroy f(x) = 0
para todo real de x

Demostraciéon.- La prueba se realizara por induccién. Sea n = 1, entonces f(x) = ¢, + c1X.
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(e)

Dado que la hipétesis es que existen 1 + 1 distintos x de tal manera que f(x) = 0, sabemos que

existen a1, ay € R tal que
fla1) = f(az) =0, ay # ay,

Asi,
co+cag = 0 = ca—ca = 0
= c(ar—a) = 0
= cq = 0 yaquea; #ay
= co = 0 yaquecy+cia; =0

Por lo tanto, la afirmacién es verdadera. Suponga que es cierto para algunos n = k € Z". Luego
Sea f(x) un polinomio de grado k + 1 con k + 2 distintos de 0, a1, ..., 4x42. ya que f(ax2) = 0,
usando la parte c), tenemos,

f(x) = (x = agi2)h(x)

donde /(x) es un polinomio de grado k. Sabemos que hay k + 1 valores distintos a5, ...a; 1 tal que
h(a;) =0.Dado que f(a;) =0paral <i<k+2yy (x —ay;p) #O0parax =a;conl <i<k+1
ya que todos los 41 son distintos), por lo tanto, segiin la hipétesis de induccién, cada coeficiente
dehes0y h(x) = 0 para todo x € R. Asi,

fO) = (-meah() = (x—aga) )oY

k
= Z X —agyo)C

= oM 4 (g — a +200) 68 4 4 (01 = Bry200)X + @ 1200

Pero dado que todos los coeficientes de /1(x) son cero y f(x) = 0 para todo x € R. Por lo tanto, la
afirmacion es verdadera para el caso k + 1y para todon € Z*

m
Seag(x) = )| bex un polinomio de grado m, siendo m > n. Si g(x) = f(x), para m + 1 valores
k=0
reales de x distintos, entonces m = n, by = i para cada valor de k, y g(x) = f(x) para todo real x

Demostracion.- Sea
m k n k m A
px) =g(x) — f(x) = Y bpx* = ) ax* =) (b — cp)x
k=0 k=0 k=0

donde ¢, = 0 paran < k < m, cabe recordar que tenemos m > n.

Entonces, hay m + 1 distintos reales x para los cuales p(x) = 0. Dado que hay m + 1 valores reales
distintos para lo cudl ¢(x) = f(x), asi en cada uno de estos valores p(x) = g(x) — f(x) = 0. Por
lo tanto, por la parte d), by — ¢y = 0 parak =0,...,my p(x) = 0 para todo x € R. Es decir

by —cx =0 = by=cx parak=0,..,m

y
plx) =0 = g)-f(x)=0 = f(x)=gx)

para todo x € R. Ademas desde by — ¢y = 0 para k = 0,..,m y por supuesto ¢y = 0 para
k=mn+1,..,m, tenemos by = 0 para k = n + 1, ..., m. Pero entonces,

Zbkx+ ZOx—Zbkk

k=n+1

significa que g(x) es un polinomio de grado n también.
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10. En cada caso, hallar todos los polinomios p de grado < 2 que satisfacen las condiciones dadas.
Sabemos que para un polinomio de grado < 2 es:
p(x) = ax® + bx +c

paratodoa,b,c € R.

@ p(x) =p(1—-x)

Sea f(x) = p(x) —1, entonces f es de grado como méximo 2 por la parte d) del problema 9
tenemos que todos los coeficientes de f son0 y f(x) = 0 para todo x € R, asi,

p(x)—1=0 = px)=1VxeR

(b) p(x) =p(1+x)

Tenemos p(0) = 1 = ¢ = 11luego, p(1) =1 = a+b = 0 = b = —a y finalmente, con

—_

1
c=1y b= —atenemos: p2) =2=4a—-2a=1=a=, b:—i.porlotanto

N

p(x):lxz—lx—i—l:lx(x—l)—f—l

2 2 2
(@ p(x) =p(0) =p(1) =1
Una vez mas, desde p(0) = 1 tenemos: a+b =0 = b = —aasi, p(x) = ax’> —ax+1 =
ax(x —1)+1
(@ p(0) = p(1)
Simplemente sustituyendo estos valores que tenemos, p(0) = p(1) = c=a+b+c=b= —a

entonces,
p(x) =ax*> —ax+c=ax(x —1) +c

11. En cada caso, hallar todos los polinomios p de grado < 2 que para todo real x satisfacen las condi-
ciones que se dan. Como p es un polinomio de grado por lo mucho 2, podemos escribir

p(x) = ax? +bx+c, paraa,b,c € R
@ p(x) =p(1-x)

Sustituyendo se tiene p(x) = p(1—x) = ax> +bx+c = a(1—x)> +b(1 —x) + ¢ = a —2ax +
ax? 4+ b — bx + c por lo tanto

ax*> + (—2a —b)x + (a+b+c)
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Asiparaa=a,b=—-2a—b=a= —b,c =a+ b+ centonces

p(x) = —bx* +bx +c=bx(1—x)+c

() p(x) =p(x) = p(1+x)

Una vez mas sustituyendo, p(x) = p(1+x) = ax> +bx+c = a(l+x)2+b(1+x)+c =
ax? + (2a4b)x + (a+ b+ c). Luego, igualando como potenciasde x,a =a,b =2a+b=a =0,
c=a-+b+c=b=0.Porlo tanto p(x) = c donde c es una constante arbitraria.

(© p(2x) =2p(x)

Sustituyendo, p(2x) = 2p(x) = 4ax?> + 2bx + ¢ = 2ax? + 2bx + 2c.. Igualando a las poten-
ciasde x,4a = 2a = a = 0,2b = 2b = b arbitrario,c = 2c = ¢ = 0.
Asi

p(x)bx, b arbitrario

(d) p(2x) = p(x+3)

Sustituyendo p(3x) = p(x +3) = 9ax? + 3bx + ¢ = ax? + (6a + b)x + (9a + 3b + c). Igualando
como potenciasde x, 91 =a = a=0,3b =6a+b = b =0,c =9+ 3b+c = c = carbitrario.
Por lo tanto

p(x) = cpara c constante arbitrario.

Corolario Probar que:
1.1 n 1— xn+1

Demostracién.- Usando propiedades de suma,

n

n n
1-x) Y =Y o)y =Y -y = (" —1=1-xn+1)
k=0 k=0 k=0

En la penultima igualdad se deriva de la propiedad telescépica, por lo tanto nos queda,
n 1— xn-l—l

k
L X = 1—x

k=0
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Corolario Probar la identidad
1.2 n

_ 1—x2"
(1+x2k1): _xx, para x # 1

Demostracién.- Para n = 1 a la izquierda tenemos,

n

H(1+x2k71> zll[<1—i—x2k71 — 14+ :1+x)

k=1 k=0
Por otro lado a la derecha se tiene,

1 — 52" _ 42 _
> _1-x2 (1 x)(1+x):1+x
1—x 1—x 1—x

Concluimos que la identidad se mantiene para n = 1. Ahora supongamos que es valido para algunos
n=meZ",

mﬁl <+x2m) ) l’E[ (1 +x2k+1)

k=1 k=1

(o) ()

(1 +x2ﬂ1)(1 o xzﬂl)
1—x

1 x2m+1

1—x

Por lo tanto, la afirmacién es verdadera para m + 1, y asi para todon € Z*
[
m
12. Demostrar que las expresiones siguientes son polinomios poniéndolas en la forma Z aix* para un

k=0
valor de m conveniente. En cada caso 7 es entero positivo.

@ (1+x)>"
2 2
Demostraciéon.- Usando el teorema binomial (1 + x)?" = Z n( )xk, sea m = 2n entonces

m m m
) (n) x¥, por 1o tanto ) cxx" sicy = (') para cada k.
k=0 k=0

1_xn+1
(b) ﬁ’ xyél

Demostracion.- Por el corolario anterior
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n
© [T+
k=0

1—x"1 (1-x)1+x+..+x")
1—x - 1—x
= 14+x+..4+x"

I
]
—
=
P

Demostraciéon.- Por le corolario anterior,

k=0
(1 _x2n+1)
1—x
(1- xZ")(l +x2")
1—x

_ 2”
(11 = ) (1422

(14 x4 ..+ 22" (1 + 22"

(14 x4 22T (2 2 220

on+l_1

) 1.k
k=0

m
1-xFsim =211
k=0
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Axioma Definicién axiomatica de drea. Supongamos que existe una clase M de conjuntos del plano medibles y una
11 funcién de conjunto 4, cuyo dominio es M, con las propiedades siguientes:

1.
2%,

Propiedad de no negatividad. Para cada conjunto S de M, se tiene a(S) > 0

Propiedad aditiva. S5i S y T pertenecen a M, también pertenecena M, SUT y SN T,y se tiene

a(SUT) =a(S)+a(T)—a(SNT)

. Propiedad de la diferencia. Si S y T pertenecen a M siendo S C T entonces T — S estd en M, y se

tiene a(T — S) = a(T) — a(S)

. Invariancia por congruencia. Si un conjunto S pertenece a M y T es congruente a S, también T

pertenece a M y tenemos a(S) = a(T)

. Eleccién de escala Todo rectdngulo R pertenece a M. Silos lados de R tienen longitudes i y k, entonces

a(R) = hk

. Propiedad de exhaucién. Sea Q un conjunto que puede encerrarse entre dos regiones Sy T de modo

que
SCQcCT.

Si existe uno y s6lo un ntimero c que satisface las desigualdades
a(S) <c<a(T)

para todas la regiones escalonadas S y T que satisfacen S C Q C T, entonces Q es medible y a(Q) = ¢

1.7 Ejercicios

1.

Demostrar que cada uno de los siguientes conjuntos es medible y tiene drea nula:

(@) Un conjunto que consta de un solo punto.

Demostracién.- Un sélo punto se puede medir con un drea 0, ya que un punto es un rectan-
guloconh =k =0

(b) El conjunto de un ndmero finito de puntos.

Demostracién.- Demostraremos por induccién en 7, el niimero de puntos. Para el casode n =1
ya quedo demostrado en el anterior inciso. Supongamos que es cierto para algunosn =k € Z™.
Entonces, tenemos un conjunto S € M de k puntos en el plano y a(S) = 0. Sea T un punto en el
plano. Por (a) T € My a(T) = 0, por tanto por la propiedad aditiva,

SUTeM y a(SUT)=a(S)+a(T)—a(SNT).
pero SNT C S, entonces

a(SNT)<a(S)=a(SNT)<0=4a(SNT)=0.

El axioma 1 nos garantiza que a(S N T) no puede ser negativo. Por lo tanto, a(SU T) = 0, Por
tanto, el enunciado es verdadero para k 4 1 puntos en un plano y, por tanto, para todo n € Z
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(c) Lareunién de una coleccion finita de segmentos de recta en un plano.

Demostracién.- Por induccién, sea n el ndmero de segmentos en un plano. Para n = 1, de-
jamos S ser un conjunto con una linea en un plano. Dado que una linea es un rectangulo y todos
los rectangulos son medibles, tenemos S € M ademas, a(S) = 0 ya que una linea es un rectingulo
conh = 006k = 0, y asi en cualquier caso hk = 0. Por lo tanto, el enunciado es verdadero para
una sola linea en el plano, el cason = 1.

Asuma entonces que es cierto paran = k € Z". Sea S un conjunto de rectas en el plano. Luego,
por la hipétesis de induccion, S € My a(S) = 0. Sea T una sola linea en el plano. Porel cason =1
enT € Mya(T) =0.Porlotanto SUT € Mya(SUT) =0 (yaquea(S) =a(T)a(SNT) = 0).
Por tanto, la afirmacién es verdadera para k + 1 lineas en un plano, y asi para todos n € VA

2. Toda regién en forma de tridngulo rectdngulo es medible pues puede obtenerse como intersecciéon
de dos rectangulos. Demostrar que toda region triangular es medible y que su area es la mitad del
producto de su base por su altura.

Demostraciéon.- Dado que cada tridangulo rectdngulo es medible, por el axioma 2 del 4rea su unién es
medible, denotando los dos tridngulos rectdngulos A y B, y la regién triangular T, tenemos

a(T) =a(A) +a(B)

ya que A y B son disjuntos a(A N B) = 0.
Dejando que la altitud de la regién triangular se denote por #, y su base por b, tendremos,

a(A):%(hbl) a(B):%hbz con bi+by=b,

entonces ) : : 1
a(T) = Ehbl + Ehbz = Eh(bl +b) = ihb

3. Demostrar que todo trapezoide y todo paralelogramo es medible y deducir las férmulas usuales para
calcular su area.

Demostracién.- Todo trapecio es medible ya que, la unién de un rectdngulo y dos tridngulos rec-
tdngulos (disjuntos por pares y cada uno de los cuales es medible ppor los axiomas y el ejercicio
anterior.)

Luego su &rea es la suma de las dreas de los tridngulos rectdngulos y el rectdngulo (dado que estan
separados por pares, su interseccién tiene un drea cero). Para calcular esta drea, especificamos las
longitudes de los dos lados desiguales del trapezoide para que sean by y by. La altura estd indicada

1
por a. Entonces, el drea del rectdngulo es de 1. El drea de los tridngulos es 54 by %a - by donde

by + b3 4 by = by. Entonces, denotando el trapezoide por T, tenemos

1 1 1 1 1
a(T) = aby + E”b3 + E”b4 = Eabl + E”(bl +bs+b3) = Ea(171 +by)
A continuacién, un paralelogramo es solo un caso especial de un trapezoide, en el que b; = by; por lo
tanto, por la férmula anterior, y denotando el paralelogramo por P,

a(P) = %a(Zb) =ab
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4. Un punto (x,y) en el plano se dice que es un punto de una red, si ambas coordenadas x e y son en-

teras. Sea P un poligono cuyos vértices son puntos de una red. El 4rea de Pes I +- -B — 1 donde [ es

2

el nimero de puntos de la red interiores a P, y B el de los de la frontera.

(a)

(b)

Probar que esta férmula es correcta para rectdngulos de lados paralelos a los ejes coordenados.

Demostraciéon.- Sea R un h x k rectdngulo con lados paralelos a los ejes de coordenadas. En-
tonces, R es medible (ya que es un rectangulo) y a(R) = hk. A continuacion, dado que los vértices
estan en puntos de celosia, B=2(h+1) +2(k+1) —4y I = (h—1)(k —1). Por lo tanto,

42B-1 = (h=1)(k=1)+ 5 20+ 1) +2(k+1) 4 -1

hk—h—-k+1+h+1+k+1-2-1

= hk

Probar que la férmula es correcta para tridngulos rectdngulos y paralelogramos.

Demostracion.- Sabemos que cualquier tridngulo rectingulo puede encerrarse en un rectangulo
con bordes cuyas longitudes sean iguales a las longitudes de los catetos del tridngulo rectangulo.
Ademas, este rectangulo estd compuesto por dos tridngulos rectangulos congruentes unidos a lo
largo de su diagonal. Cada uno de estos tridngulos rectdngulos tiene un 4rea la mitad de la del
rectdngulo y se cruzan a lo largo de la diagonal (que tiene un drea cero (1.7, problema 1) ya que es
una linea en el plano). Dado un tridngulo rectdngulo T, R sea tal rectdngulo, y S sea el tridngulo
rectdngulo que forma la otra mitad de R, entonces SUT = R.

Dado que R es un rectangulo, sabemos por la parte (2) que

a(R) = Ig + %BR —1.

Ademas, cualquier punto interior R serd un punto interior de cualquiera S o T, o se acuesta sobre
su frontera compartida. Por lo tanto,

Ir =Is+Ir+ Hp

donde Hp denota los puntos en la hipotenusa (compartida) de los dos tridngulos rectangulos.
Entonces, también tenemos para los puntos limite,

Br = Bs + By —2 — 2Hp.

Finalmente, dado que S y T son congruentes, conocemos Bs = Br y Is = Ir. Entonces, poniendo
todo esto junto, tenemos,

1
a(R) = IR+§BR—1

1
= 2IS+HP+§(2BS*2*2HP)*1

1
= 2(15+ EBS —1)

\O\

1 1
Is + EBS —-1= Ea(R).
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1
Pero, sabemos que Ea(R) = a(S); por lo tanto,

1
tl(S) = IS + EBS —1.

Esto prueba el resultado para tridngulos rectdngulos con vértices en puntos de una red.

(c) Emplear la induccién sobre el nimero de lados para construir una demostraciéon para poligonos
en general.

Respuesta.- Ya tenemos esto de la parte (b) ya que podemos realizar cualquier poligono sim-
ple como la unién de un ntmero finito de tridngulos rectangulos (es decir, cada poligono simple
es triangularizable)

5. Demostrar que un tridngulo cuyos vértices son puntos de una red no puede ser equilatero.

Demostracién.- Supongamos que existe tal tridngulo equildtero T. Entonces,
T = AcupB

Para dos tridngulos rectdngulos congruentes y disjuntos A, B. Dado que los vértices de T estan en
puntos de una red, sabemos que la altitud desde el vértice hasta la base debe pasar por I puntos
de red (donde & es la altura de T). Por lo tanto, al denotar los puntos de red en esta altitud por
Vg = h+1, tenemos

Br=Bs4+Bg—Vpg+2, It=1Ip+1g+ Vg —2.

Dado que T es un poligono con vértices de puntos de red, sabemos por el ejercicio anterior que

a(T) =Ir+ %BT — 1. Ademds, por el problema 2, sabemos que a(T) = %bh. Asi que,

1 1
I ——Br—1 = (I I Vg —2)+ =(B By —Vp+2
T"‘frmieT (Ia+1Ip+Vp—2)+ 5(Ba+Bp — Vg +2)
1 1
= Ir+5Br—1 = 24+Ba—2+ Vs (Ba = Bp, 14 =Ip)
1 1
= Ir+5Br =1 = 2l4+Ba—2+5(h+1) (Vg =h+1)
1 1
= Ir+5Br—1 = 2(a(A))+5(h+1)
1 p
Pero, Ea(T) =a(A) =a(B) asi,

It 5Br—1=a(T)+2(h41) = a(T)=a(T)+ (i +1)

Pero, i > 0 entonces esto es una contradiccién. Por lo tanto,T no puede tener sus vértices en puntos
de red y ser equilatero.
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6. Sean A = {1, 2,3,4, 5} y M la clase de todos los subconjuntos de A. (Son en ntimero de 32 contando
el mismo A y el conjunto vacio @.) Para cada conjunto S de M, representemos con 7(S) el namero
de elemento distintos de S. Si S = {1,2,3,4} y T = {3,4,5}, calcular n(SUT), n(SUT), n(S—T)y
n(Ts). Demostrar que la funciéon de conjunto n satisface los tres primeros axiomas del area.

Demostracion.- Calculemos,

n(SUT) = n({1,23,4,5})
nSNT) = n({3,4})
= n({1,2})
= n({5})

Ahora demostremos que esto satisface los primeros tres axiomas de érea.

Axioma 1. (Propiedad no negativa) Esto se satisface para cualquier conjunto, S ya que el ntimero de
elementos distintos en un conjunto no es negativo. Entonces, n(S) > 0 para todos S.

Axioma 2. (Propiedad aditiva) Primero, si S, T € mathcalM, luego S C A, T C A por definicién de
M. Entonces, para cualquiera x € S que tengamos x € A y para cualquieray € T, tenemos y € A.
Asi, six € SUT, entonces x € A;porlotanto SUT C A, entonces SUT € M.

Entonces, SNT C S implica SNT C A (desde S C A). Por lo tanto, SNT € M.

Entonces, para cualquiera S, T € M que tengamos SUT € M,SNT € M.

Luego, debemos mostrar n(SUT) = n(S) +n(T) —n(SNT). Para cualquier x € SU T tenemos
x€S,xe€T,6x €Sy T. Entonces, esto significax € (S—T),6x € (T—S)6x € (SNT). Por lo
tanto,

|
— NN Ul

n(SUT)=n(S—T)+n(T—-S)+n(SNT)

Del mismo modo observamos,

nS)=(8-T)+n(SNT) = n(S—T)=n(S)—s(SNT)
n(T)=n(T-S)+n(TNS) = n(T-S)=n(T)—n(SNT)

Asi que,

n(SUT) = n(S)—n(SNT)+n(T)—n(SNT)+n(SNT)
= n(S)+n(T)—n(SNT)

Axioma 3 (Propiedades de la diferencia). Si S,T € M y S C T, entonces desde arriba tenemos
n(T—S)=n(T)—n(TNS)
Pero porque S C T sabemos T NS = S, entonces,

n(T—S) =n(T) —n(S)

1.8 Intervalos y conjuntos ordenados

Definiciéon Intervalo cerrado. Sia < b, se indica por [4, b] el conjunto de todos los x que satisfacen las desigualdades
1.5 g <x<b.
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Definiciéon Intervalo abierto. El intervalo abierto correspondiente, indicado por (a,b) es el conjunto de todos los x
1.6 que satisfacena < x < b

El intervalo abierto (a,b) se denomina también el interior de [a, D]

Definicién Intervalo semiabiertos. Los intervalos semiabiertos (a,b] y [a,b) que incluyen s6lo un extremo estian
1.7 definidos por las desigualdades a < x < bya < x < b, respectivamente.

1.9 Particiones y funciones escalonadas

Definicién Un conjunto de puntos que satisfaga
' A<x1<xp<.<x,1<b
se denomina una particién P de [a, b], y se utiliza el simbolo:
P ={xp,x1,..., xn}

para designar tal particién, la particién P determina n subintervalos cerrados

[x()/ xl] 7 [xll x2] AR [xn—lz xn]

Definicién Definicién de funcién escalonada. Una funcién s cuyo dominio es el intervalo cerrado [a, b] se dice que es
1.9 una funcion escalonada, si existe una particion P = {x,, x1, ..., X, } de [a,b] tal que s es constante en cada
subintervalo abierto de P. Es decir, para cada k = 1,2, ..., n existe un ntimero real Sy tal que:

s(x) = sk si X1 < x < X

A veces las funciones escalonadas se llaman funciones constantes a trozos.
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1.11 Ejercicios

En este conjunto de Ejercicios, [x] representa el mayor entero < x; es decir, la parte entera de x.

1. Sean f(x) = [x] y g(x) = [2x] para todo real x. En cada caso, dibujar la grafica de la funcién h
definida en el intervalo [—1, 2] por la férmula que se da.

@ h(x) = f(x)+g(x).

Respuesta.- h(x) = [x] + [2x]

(b) h(x) = f(x) + g(x/2).
Respuesta.- h(x) = [x] + [x] = 2[x]
f(x)
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@ h(x) = f(x)g(x).

Respuesta.- h(x) = [x] - [2x]

(d) h(x) = Lf(2x)g(x/2).

Respuesta.- }1 [x][2x]

2. En cada uno de los casos, f representa una funcion definida en el intervalo [—2, 2] por la férmula que
se indica. Dibtjense las gréficas correspondientes a cada una de las funciones f. Si f es una funcién
escalonada, encontrar la particion P de [—2,2] tal que f es constante en los subintervalos abierto de
p.

@ f(x) = x+[x]
Respuesta.- No es una funcién escalonada.
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I/

(b) f(x)=x—[x]

Respuesta.- No es una funcién escalonada.

© f(x) =[]

Respuesta.- Esta es una funcién de paso y es constante en los subintervalos abiertos de la parti-
cién, P = {-2,-1,0,1,2}.

@ f(x)=2[x]

Respuesta.- Esta es una funcién de paso y es constante en los subintervalos abiertos de la parti-
cién, P = {-2,-1,0,1,2}.
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&
*

(@ f(x) =[x+ 3]

Respuesta.- Esta es una funcién de paso y es constante en los subintervalos abiertos de la parti-
cién, P ={-2,-3/2,-1/2,1/2,3/2,2}

® f(x)=[x]+[x+3}]

Respuesta.- Esta es una funcién de paso y es constante en los subintervalos abiertos de los parti-
cién, P = {-2,-3/2,-1,-1/2,0,1/2,1,3/2,2}
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—i

—o 2 +

*——0 —3 -
—— 4 4

3. En cada caso, dibujar la gréfica de la funcién definida por la férmula que se da.

@ f(x)=[yx]para0 < x <10

Respuesta.-

f(x)

N

(b) f(x) = [x?]
Respuesta.-
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f(x)

o 1 .
6 - o
4 = o
2 o
1 - —o

S
(© f(x)=+/[x] para0 < x < 10.
Respuesta.-
f(x)

(d) f(x) = [x]> para0 < x < 3.
Respuesta.-
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f(x)

4. demostrar que la funcién parte entera tiene las propiedades que se indican:

(@ [x+ n] = [x] 4+ n para cada entero n.

Demostracion.- Por definicion sea [x + 1] = m param € Z,

m<x+n<m+1l = m-1<x<m-n+1
= [x]=m—n
= [x]+n=m

o —[A] si X es entero
(b) [—x] = { —[x] =1 en otro caso

Demostracién.- Si x € Z, entonces x = n para algunos n € Z. Por tanto, [x] = n, luego
—Xx=-n=[—x] = —n=[-x] = —[x]
Por otro lado, si x # Z, entonces [x] = n. Luego

n<x<n+l= -n—-1<-x<nyaquen#x=[—x]=-n—-1=—[x] -1

© [x+y] =[x+ [y]o[x]+[y] +1
Demostracién.- Sea [x] = my [y] = n, luego,
m<x<m+1 Y n<y<n+l
Entonces, sumando obtenemos
m+n<xt+y<m+n+?2
por lo tanto
xtyl=min=I[l+ly o [x+yl=mtnt+l=[]+[y]+1

Esto ya que si x + y estd entre m +n y m +n + 1 entonces [x +y] = [x] + [y] + 1y cuando x +y
estd entre m +n + 1y m+ n+ 2 entonces [x +y| = [x] + [y] + 1.
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(d 2x] = [x] + [x+ 3
Demostracién.- Por la parte (c)

2x] = [x + x] = [x] + [x] [x] + [x] +1
Para [2x] = [x] + [x], sea [x] = n, entonces
2x]=2n = 2n<2x<2n+1

1
— n§x<n+§

1
— n§x+§<n+1

— |r+3|=n

dedonde, 2x] =2n=n+n = [x] + [x+ ﬂ

Por otro lado, para [2x] = [x] + [x] + 1, sea [x] = n, entonces:

2x]=2n+1 = 2n+1<2n+2

= n+-<x<n+1

N =

1
— n+1§x+§<n+2

1
— {x+2:|=n+1

dedonde 2x] =n+n+1=[x]+ {x—i—;]

(e) [3x] = [x] + [x+ 3]+ [x + 3]
Demostracién.- Por la parte (c) tenemos
Bx]=[x+x+x]=[x+x+[x] o [x+x]+[x]+1
y
x+x]=[x]+[x] o [x]+[x]+1
de donde al juntarlos obtenemos:
[Bx] = [x] + [x] + [x] [x] + [x] + [x] +1 [x] + [x] + [x] +2

Para 3x = [x] + [x] + [x] sea [x] = n entonces
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1
In<3x<3x+1 — n§x<n+§

1 2
= n§x+§<n+1 y n§x+§<n+1

= [x]= [x+;] = [x+§] =n

Por lo tanto, [x] = 3n = [x]| + {x + :1))] + [x + ;]

Luego para [3x] = [x] + [x] + [x] + 1 sea [x] = n entonces,

1 2
In+1<3x<3n+1 = n+§§x<n+§

= n+1<x+1<n+1 = x—i—1 =n
3~ 3 3|

2 2
y = n+l<x+7<n+2 = {er ]:n+1

3 3
1 2
Porlotanto [3x] =3n+1 = [3x]=[x]+ {x + 3} + {x + 3}
Finalmente, para [3x] = [x] + [x] + [x] + 2 sea [x] = n entonces

2
Ix+2<3x<3x+3 — n+§§x<n+1

1 2
— n+1§x+§<n+2 y n+1§x+§<n+2

Asique [3x] =3n+2 = [x] + {x+;] + [x+§]

5. Las formulas de los Ejercicios 4(d) y 4(c) sugieren una generalizacion para [nx]. Establecer y de-
mostrar una generalizacién.

Demostracién.- Se puede afirmar que:
n—1 k
[nx] = ) [x—o—} ,
k=0 n
luego sea [x] = m, entonces

m<x<m+1l — mm<nx<nm+n

Por lo tanto existen algunos j € Z con 0 < j < n tales que
nm+j<nx <nm+j+1

ya que sabemos que para cualquier ntimero nx estd entre k y k + 1 para un entero. Pero como nm < nx
es un ndmero entero k donde estd en algtin lugar entre nm y nx, lo que significa que es nm + j para
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algtin ntiimero entero j. Entonces tenemos que nx esta entre nm + j y nm + j 4 1: Basicamente, solo
decimos que conocemos k < nx < k + 1 para algtin entero k. Pero es mas conveniente escribirlo como
nm+j<nx>nm+j+1

Luego, [nx] = nm + j. y por lo tanto,

]

n

i+ 1
m—+ §x<m+]%

paracadak € Zcon 0 < k < n — j tenemos

+kigx+k< +]+k+1 sumando%
= m§x+%<m—0—1 #<1yaquek<n—j
k .
= x—l—E:m:[x] para0 <k <n-—j
por otro lado n — j < k < n, entonces
n n n
- m+1§x+§<m+2 #Zlyaquen—jgk
k .
= x+E:m+1:[x]+1 paran —j<k<n
Asique
n—1 n—j—1 n—1
Y [x%—} = ) {x—i—}%— ) {x—i—}
k=0 k=0 k=n—j

6. Recuérdese que un punto de red (x,y) en el plano es aquel cuyas coordenadas son enteras. Sea f
una funcién no negativa cuyo dominio es el intervalo [a,b], donde a y b son enteros, a < b. Sea S
el conjunto de puntos (x,y) que satisfacena < x < b, a < y < f(x). Demostrar que el nimero de
puntos de la red pertenecientes a S es igual a la suma

Demostraciéon.- Sean € Z cona < n < b: Sabemos que tal n existe desde a,b € Z cona < b.
Entonces, el ntimero de puntos de red S con el primer elemento # es el niimero de enteros y tales que
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0 <y < f(n). Pero, por definicion, esto es [f(n)] Sumando todos los nameros enteros n. a < n < b
tenemos,

7. Siay b son enteros positivos primos entre si, se tiene la férmula
(a—1)(b—1)

3] - e=te=n

Se supone que para b = 1 la suma del primer miembro es 0.

(a) Dedtizcase este resultado analiticamente contando los puntos de la red en un tridngulo rectan-
gulo.

Respuesta.- Sabemos por el ejercicio anterior que
% (7]
n=1 b

(puntos de red de un tridngulo rectangulo con base b y altura 4). Ademas del ejercicio 1.7n4
sabemos que

1
ZZ(T) :It+§BT_1

donde It es el niimero de puntos de red interior y Bt es el nimero de puntos de red limite.
También sabemos por la férmula del drea de un tridngulo rectdngulo que

a(T) = 5 (ab)
por lo tanto tenemos
b—1
na 1 1
I = —| = =(ab) — zBr+1
L [3] =305

Luego para calcular By notamos que no hay puntos limite en la hipotenusa de nuestro tridngulo
rectdngulo ya que a y b no tienen un factor comun. Esto se deduce ya que si no fuera tal punto a

continuacioén, 0 € Z para algunos n < b, tendriamos que a divide a b, lo que contradice que no

tienen ningtin factor comun. Por lo tanto By = a + b + 1, de donde,

b=1 rna 1 1
ngl[ﬂ = (@)~ S@+b+1)+1
1
= E(ab—a—b—i—l)
1
= -1

(b) Dedtizcase este resultado analiticamente de la manera siguiente. Cambiando el indice de sumacién,

b—1

obsérvese que Y [na/b] = Y [a(b—n)/b]. Apliquese luego los ejercicios 4(a) y (b) al corchete
a=1 n=1

de la derecha.
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Respuesta.- Sea

n=1 n=1
entonces,
b=1Ta(b—n) _ b—1 b=1 rna b—1
ngl |: b :| B n=1 [a} a n=1 [?} a ngl !
— 2F [0~ B - e (-)
n=1 n=1 n=1
b—1 rng 1
L7 = ze-ve-v

8. Sea S un conjunto de puntos en la recta real. La funcién caracteristica de S es, por definicién, la
funcién Xs(x) = 1 para todo x de Sy Xs(x) = 0 para aquellos puntos que o pertenecen a S. Sea
f una funcién escalonada que toma el valor constante ¢ en el k-simo subintervalo I; de una cierta

particiéon de un intervalo [a, b]. Demostrar que para cada x de la reuniéon I U I, U ... U I, se tiene

£ = Y X (x)
k=1

Esta propiedad se expresa diciendo que toda funcién escalonada es una combinacién lineal de fun-

ciones caracteristicas del intervalos.

Demostracién.- Definimos una funcién caracteristica, Xs, en un conjunto S de puntos en R por

1 si xe€S8
Xs(x) =
0 si x¢8§

Primero, observemos que los subintervalos abiertos de alguna particion de [, b] son necesariamente
disjuntos desde P = {xg,x1,...,xn} = x9 < x1 < ... < x. Porlotantosix € [ U..UI,

entonces x € Ij exactamente por uno j,1 < j < n. Por lo tanto,

1 si xj=k
XIs(x) =
0 si j#k

para todos 1 < k < n y para cualquiera x. Ademas, por definicién de f, sabemos f(x) = ¢ si x € I,.

Asi que,
n
Y o XI(x) =c1-04c- 0+ ..+ o1+ 4c-0=cp = f(x)
k=1

paracadax € [U..UI,

1.12 Definicién de integral para funciones escalonadas
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Definicién Definicién de integral de funciones escalonadas. La integral de s de a a b, que se designa por el simbolo
110 / : s(x)dx, se define mediante la siguiente férmula:

[ ste = Yo (e

k=1

Es decir, para obtener el valor de la integra, se multiplica cada valor s; constante, por la longitud de
intervalo k — simo correspondiente, formando el producto s - (xx — x¢_1) y se suman luego todos los
productos obtenidos.

Definicién Si x es constante en el intervalo abierto (a,b), es decir, s(x) = c¢sia < x < b, se tiene entonces:
1.11

/abs(x)dx = cki;(xk —x;_1) =c(b—a)

=1

1.13 Propiedades de la integral de una funcién escalonada

4
Teorema Propiedad aditiva. /
1.2 Ja

[s(x) +t(x)]dx = /bs(x)dx + /b t(x)dx

b b
Teorema Propiedad Homogénea./ c-s(x)dx = c/ s(x)dx
1.3 a a
Demostracién.- Sea P = {xp, x1,..., X} una particiéon de [a,b] tal que s es constante en los subinter-
valos abiertos de P. Sea s(x) = sgsixx 1 < x < x; parak = 1,2,..,n. Entonces, ¢-s(x) = c- s si
Xk—1 < x < Xy, y por tanto en virtud de la definicién de integral se tiene

b n b
/,; c-s(x)dx =) c-sp(xp—xp_1) =c Zsk(xk —x_1) =¢ /a s(x) dx

n

k=1 k=1
|
b b b
Teorema Propiedad de la linealidad. / [crx(x) + cot(x)]dx = 1 / s(x)dx + ¢y / dx
1.4 Ja a Ja
|
b b
Teorema Teorema de comparacién. Sis(x) < t(x) para todo x de [a, b], entonces / s(x)dx = / t(x)dx
1.5 a a
|
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Teorema
1.6

Teorema
1.7

Teorema
1.8
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c b b
Aditividad respecto al intervalo de integracion. / s(x)dx + / s(x)dx = / s(x)dxsia <c<b
a (o a
|
b b+c
Invariancia frente a una traslacion. / s(x)dx = / s(x — c¢)dx para todo real ¢
a a+c

|

X
k

Es conveniente considerar integrales con el limite inferior mayor que el superior. Esto se logra definiendo:

/ﬂbs(x)dx =— /abs(x)dx a<b

) dx para todo k > 0

kb
Dilatacién o contraccién del intervalo de integracion. / s (
ka

Demostraciéon.- Sea P = {xp, x1,..., X, } una particién del intervalo [a,b] tal que s es constante en los
subintervalos abiertos de P. Supéngase que s(x) = s;six;_1 < x < x;. Sea t(x) = s(x/k) si ka < x < kb.
Entonces f(x) = s; si x pertenece al intervalo abierto (kx;_1,kx;);, por tanto P’ = {kxo, kx1,....kx,} es

una particion de [ka, kb] y t es constante en los subintervalos abiertos de P'. Por tanto t es una funcién
escalonada cuya integral es:

kb n n b
/ Hx)dx =Y s;- (kxg —kxi_)k Y si- (6 — xi-1) = k/ s(x) dx
k k=1 k=1 a

a

b —a
Propiedad de reflexion de la integral / s(x)dx = / , s(—x)dx
a .

1.15 Ejercicios

1. Calcular el valor de cada una de las siguientes integrales. Se pueden aplicar los teoremas dados en la
Seccién 1.13 siempre que convenga hacerlo. La notacién [x] indica la parte entera de x.

(@) /i [x]dx.

Respuesta.- Sea P = {—1,0,1,2} ya que
-1 si -1<x<0

0 si 0<x<«1

1 si 1<x<2

2 si 2<x<3

3
entonces por definicién/ [xldx=—-1-[0—-(-1)]+0-(1-0)+1-(2—-1)+2(3—-2)=2
-1

91



1.15. Ejercicios Chapter 1. Los conceptos del Célculo Integral

3
(b) /_1 {x+ﬂdx

Respuesta.- La particion viene dada por P = {—1,-1/2,1/2,3/2,5/2} ya que

-1 si -1<x+4+1/2<0 = -3/2<x<-1/2

0 si 0<x+1/2<1 = —-1/2<x<1/2
{x—kﬂ— 1 si 1<x+1/2<2 = 1/2<x<3/2

2 si 2<x+1/2<3 = 3/2<x<5/2

3 si 3<x+1/2<4 — 5/2<x<7/2

[P 1 1 1,1 3 1 5 3
entoncespordef1n1c1or1/71 {x—i— 2} dx = —1 <—2 + 1) +0 <2 + 2> +1 <2 - 2) +2 (2 - 2) +
5 1 1
3(3—2>——1~2+O-1+1-1+2-1+3-2—4

© [ (+r1/2)

3

3
Respuesta.- Por la propiedad aditiva se tiene / [x]dx + / [x + ;] dx =2+4=6.
-1

-1

3
(d) /712[x]dx

3
Respuesta.- Por la propiedad homogénea se tiene 2 - / [x]dx =2-2=4
-1

3
(e) /4 [2x]dx

Respuesta.- Por la propiedad de parte entera donde [2x] = [x] + [x + frac12] y (c) resulta que

3
/ [2x]dx = 6
-1
3
® / [—x]dx
-1
Respuesta.- Por propiedad de parte entera se tiene que [—x] = —[x] — 1 ya que el valor de

los subintervalos no es entero, luego

/731 —[x]-1= /,31 —[x] "‘/731 - _/731[35} - /,311 =—2-{1-B-(-1]}

2. Dar un ejemplo de funcién escalonada s definida en el intervalo cerrado [0,5], que tenga las sigu-

2 5
ientes propiedades / s(x)dx =5, / s(x)dx =2
0 0
Respuesta.- Existen infinitas funciones escalonadas que deben cumplir lo siguiente:
’ da ’ d ’ d
s(x)dx = | s(x)dx— [ s(x)dx = -3
|| sdx = s - [“s(x
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b b
3. Probar que/ [x] dx +/ [-x]dx=a—b
a a
Demostraciéon.- Por propiedad de parte entera se tiene que [—x] = —[x] — 1 si x no es entero.

b b b
Entonces / [x] dx + / —[x] =1 dx luego por la propiedad aditiva / —1 dx, de donde por la
a

a

a
a
propiedad dilatacién / 1dxyporlotantoa —b.
b

n
4. (a) Sin esun entero positivo, demostrar que / [t dt =n(n—1)/2.
0

Demostracién.- Segun la definicién de la funcién de numero entero mayor, [] es constante en
los subintervalos abiertos, por lo que [t] =k —1sik —1 < t < k entonces

2

n n
Luego sabemos que ) k = L por lo tanto / =—"
=1 2 2 0

También se podria demostrar de la siguiente manera.

n(n—1)

/On[t] dt=0-1-0)+1-2-1)+..+(n—-1)- n—(n-1)=14+24+..+(n—-1) = 3

X
(b) Si f(x) = / [t] dt para x > 0, dibujar la gréfica de f sobre el intervalo [0, 4].
0

Respuesta.- Yaque x € R la grafica serd continua, pero por motivos practicos dibujemos puntos
en los numeros enteros del intervalo [0, 4]

0
'f(0)=./0 [t] dt =0(0—0)=0
'f(l):/ol[t]dtzo(l_o):o

2
'f(2)=/0[t]dt:0(170)+1(2,1):1

. f(4):/0'4[t] dt=0(1—0)+12—1)+2(3—2)+3(4—3) =6

93



1.15. Ejercicios Chapter 1. Los conceptos del Célculo Integral

f(x)

5. (a) Demostrar que /OZ[tz} dt =5—+2— /3.
Demostracion.-
0 si 0<#<1 = 0<t<l1
1 si 1<2<2 = 1<t<V2
H_ 2 si 2<2<3 = V2<t<V3

3 si 3<2<4 = 3<t<2

Vemos que la particién esta dada por P = {0, 1, V2,3, 2} y por lo tanto:

/02 [tz} dt = isk-(xk—xk_l) —0(1-0)+1(vV2—1)+2(v/3-v2)+3(2—V3) =5—-v2—/3

k=1

(b) Calcular / ’ [tz} dt

-3 -3

Respuesta.- Sea /73[1%2] dx = /Oa[tz] dx + /j;[tz] dx = /0 [£2] dx + /0.3[(—t)2] dx = 2/03[1%2] dx
entonces:
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[l =2 [ [ a
-2 ([ e [ ] @)
= 2+ (5- V2= V3+4(v5-2) +5(V6 ~ V5) +6(v7 ~ V6) +7(vB - V7)
+ 8(3-V8))
= 2(21-3v2-V3- V56— V7)

)(2n—1)
6

Demostracién.- Sea P = {0,1,..,n}. Entonces P es una particién de [0,n] y [t]* es constante
en los subintervalos abiertos de P. Ademas, [t]? = (k — 1) parak — 1 < t < k, entonces

n —1
6. (a) Sin esun entero positivo demostrar que / [t]2/;dt = n(n
0

[ra = L e-172 k- k-1
0 k=

X
(b) Sif(x)= / [t] dt para x > 0, dibujar la grafica de f en el intervalo [0, 3].
0
Respuesta.-
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f(x)

o
I

X
(c) Hallar todos los valores de x > 0 para los que / [t]2dt =2(x —1)
0

Respuesta.- Los valores son x =1, % ya que son los que se intersectan con 2(x — 1).

9
7. (a) Calcular / (V1] dt.
0

Respuesta.-

0 si 0<+Vt<l = 0<t<l1
] < <
Vi = 1 si 1<Vt<2 = 1<t<4

2 si 2<Vt<3 = 4<t<9

/09 [\/E] dt=0-(1-0)+1-(4—1)+2(9—4) =13

(n—1)(4n +1)
6

Demostracién.- Sea P = {0,1,3,9, ..., nz}. Entonces P es una particién de [0, nz] y {\/f} es

2
n
(b) Sin es un entero positivo, demostrar que / [\/E] it ="
0

constante en los subintervalos abiertos de P. Ademas, porque (k —1)> < t < k? tenemos
{\ﬁ} = (k—1). Por lo tanto, se tiene:
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1.15. Ejercicios

2

/0” {\q dt = 3 (k—1)(— (k—1)?)

= Y (k—1)(2k-1)

k=1

= f (2k*> — 3k +1)
k=1

n n n
= 2V K-3Yk+ Y1
k=1 =

k=1 k
= %+n2+573n2
3 3 2

nn—1)4n+1)
6

8. Pruébese que la propiedad de traslacién (teorema 1.7) se puede expresar en la forma siguiente.

b+c

b
L fax= [ flxro) s

a

Demostracion.- Sead = a+cy e = b+ c entonces por el teorema de invariancia frente a una

traslacion

[reac= [T s oy ax

(=¢)

para —c € R. Luego,a =d — cy b = c — e por lo tanto

a+c

fleyar= [ flx+o) dx

b+c

9. Probar que la propiedad siguiente es equivalente al teorema 1.8

/kj:bf(x) dx:k/abf(kx) dx

b o (x
Demostracién.- Sea / f (]) dx, por el teorema tenemos que para cualquier j > 0 se tiene
a

J

al/j
/j

L war= [ = k[t ae= [ an
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, 1 .
Luego, sij € R entonces — € R™, de donde podemos aplicar el teorema como k =
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10. Dado un entero positivo p. Una funcién escalonada s estd definida en el intervalo [0, p] como sigue

11.

s(x) = (—1)"n six estd en el intervalon < x < n+1siendon =0,1,2,..,p —1; s(p) = 0. Péngase

Fp) = [ s(x) .

(@) Calcular f(3), f(4) y f(f(3)).

Respuesta.- Sea

0 i x=p
Entonces calculamos para f(x) = /0 P s(x) dx:
f(3) = /Oas(x) dx = (-1)°0(1-0)+(-1)-1-2-1)+(-1)%2(3-2) = 1
f4) = /04s(x) dx - /035(x) dx+/34s(x) dx =1+ (-1%3(4-3) = -2
fre) = s = [ ar=(1Pa-0) = o

(b) ;Para qué valor o valoresde pes |f(p)| =7?

Respuesta.- Luego de completarlo por un bucle llegamos a la conclusién de que los ntimeros
que cumplen la condicién dada son 14, 15.

Si en lugar de definir la integral de una funcién escalonada utilizando la férmula (1.3) se tomara
como definicién:

/bs(x) dx = i s+ (g — xF71)

se tendria una nueva teorfa de la integracién distinta de la dada. ;Cuadles de las siguientes propiedades
seguirdn siendo vélidas en la nueva teoria?

(@ /ﬂbs—k—/bcs:/acs.

Respuesta.- Sea P; = {xo,..., X} una particiéon de [a,b] y P, = {yo, ..., y»} Sea una particion
de [b, c] tal que s(x) sea constante en los intervalos abiertos de P; y P,, entonces, P = PyUDP, =
{x0, s Xm, Xp41, ..., xm +n} de donde X, = Yo, X1 = Y1, Xmtn = Yn, asi P es una particion de
[a,c] y s(x) es constante en los intervalos abiertos de P. Luego,
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c b m n b
/ dx+/ s(x)dx = ¥ spu—x1) + L sp(vk — Y1) def de/ s
a [ k=1 k=1 a

m 3 n—+m 3
= Ysx—x-1)+ L osp(xr— 1)
k=1 k=m+1
m+n 3
= ¥ sl — x-1)
k=1
Cc
= / s(x) dx
a

(b) /ab(s+t):/abs+/abt

1
Respuesta.- Sea / (s(x) + t(x)) dx =23(1 —0) = 8, por otro lado
JO

1 1
/ s(x)dx:/ Hx)dx =11-1)+1(1—1) =2
0 0

por lo tanto no se cumple la definicién para esta propiedad.

(0 /abc-s—c/abs

Respuesta.- Sea s(x) = 1 para todo x € [0,1] y ¢ = 2 entonces
nis(x) dx =23 =2
, por otro lado
c~/ols(x) dx=2-1=2

por lo tanto es falso para esta propiedad.

b+c b
(d) /+ s(x)dx:/ s(x+c) dx

Respuesta.- Sea P = {x, ..., X, } una particion de [a,b] tal que s(x))sx en el que k es el subin-
tervalo abierto de P. Luego,

P={x,+cx;+¢ ... xp+c}
es una particion de [a +¢,b +c| y s(x — ¢) = xj sobre x;_1 + ¢ < x < s + ¢ entonces:
b n 3 b+c n 3
/ s(x)dx =) sp(ve—x1) Y / s(x—c)dx =} sp(ox — xp1)
a a

k=1 +e k=1

por lo tanto

/ubs(x) dx = /.Hcs(x —c)dx

Ja+c

b b
(e) Sis(x) < t(x) para cada x en [a,b], entonces/ s < / t.
a a
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Respuesta.- Como s(x) < t(x) entonces s(x)*> < t(x)? de donde el resultado se sigue inmedi-
atamente.

12. Resolver el ejercicio 11 utilizando la definicién

b n
/ s(x)dx =) s (xF —x%_,)
a k=1

(@) /abs+/bcs:/acs.

Respuesta.- Sea Py = {xo,..., X, } una particion de [a,b] y P, = {yo, ..., yn} Sea una particion
de [b, ] tal que s(x) es constante en los subintervalos abiertos de P; y P». Entonces P = P} U P, =
{X0, «os Xy X125 ooos Xmgn } dOnde X = Yo, X1 = Y1, Xm4n = Yn, asi P es un particion de [a,c] y
s(x) es constante en los subintervalos abiertos de P. Luego,

b m n
fa s(x) dx + fba s(x)dx = k; sk(x,% — x%_l) + ; sk(yi —y%_l)

m m—+n

= X Sk(si - x%71) + X xk(x% - xi71)
k=1 k=m+1
m-+n

= ) xk(x,% - x%_1)
k=1

C

= / s(x) dx

a

(b) /ﬂb(s+t>:/a‘bs+/ubt

Respuesta.- Sea P = {x, ..., x,, } particién del intervalo [a, b] tal que s(x) es constante en los subin-
tervalos abiertos de P. Supongamos que s(x) + t(x) = sp + fx sixg_1 < x < xy parak = 1,2, ..n.
Luego,

n

kgl (s + tk)(x,% - xi71)

/b s(x) +t(x) dx

n
= Ys(xF—x2 )+t —x7 )

(9] /ﬂbc-s—c/abs

Respuesta.- Sea P = {xy,...x, } una particioén del intervalo [a, b] tal que s(x) es constante en los
subintervalos abiertos de P. Suponga que s(x) = s si xx_1 < x < sg parak = 1,2, ...n, entonces
c-s(x) =c-spsixg_q < x < x,de donde
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b n
/ s(x)dx = Yc- sk(x% — x%il)
a k=1

) /ﬂbc~s=c/abs

Respuesta.- En particular se da un contraejemplo dejando s(x) = 1 para todox € [1,2] yc =1

Luego,
141
/ ¥(x)dx = 1-(22-12)=3
JO+1
1
/(s+1)dx - 1.12-0) =1
0

Por lo que se concluye que es falso para dicha propiedad.

b b
(e) Sis(x) < t(x) para cada x en [a, ], entonces / s < / t.
a a

Respuesta.- Se da un contraejemplo considerando s(x) = 0y #(x) = 1 en el intervalo [—1,0].
Luego s < t en el intervalo, pero

/is(x) dx =0« /i t(x)dx=1-(0>—(-1)%) = -1

13. Demostrar el teorema 1.2 (Propiedad aditiva).

Demostracién.- Sea P = {x,, ..., X, } una particion del intervalo [a, b], tal que s(x) + t(x) es constante
en los intervalos abiertos de P. Sea s(x) 4 (x) = sy + ;. six_1 < x < x parak = 1,2,...,n, luego

Il
M=

(st + t) (xk—1 — xx)

b
/a [s(x) + t(x)] dx

k=1
n

= k21 sk(sk + t) + te(se + t)
n

n
= Y osi(set+t) + X ti(sk+t)
k=1 K=1

= /bs(x) dx + '/uh t(x) dx

a

14. Demostrar el teorema 1.4(Propiedad lineal).
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Demostracién.- Por el teorema 1.2 y 1.3 se tiene

/b [c15(x) + cot(x)] dx = /b cis(x) dx + /b cot(x) dx = 1 /b s(x) dx+c /b t(x) dx

15. Demostrar el teorema 1.5 (teorema de comparacion).

Demostracién.- Sea P{xy, ..., x,} una particién de [a,b] tal que s(x) y f(x) sean constantes en los
subintervalos abiertos de P. Suponga que s(x) = s,y t(x) = f si x,_1 < x < x; de donde por
definicién de funcién escalonada de integrales tenemos:

b n b n
/ s(x)dx =) sp(oe1—x) Y / t(x) dx =) te(xe1 — xg)
a k=1 a k=1

Luego si < tj para cada x € [a,b], lo que implica:

n

n b b
Y se(aeg — xi) < Y (o — xg) = /u s(x) dx < /a t(x) dx

k=1 k=1

16. Demostrar el teorema 1.6 aditividad con respecto al intervalo.

Demostracién.- Sea P; = {xo, ..., X»} una particion de [a,b] y P, = {y,,...,yn} sea una particiéon
de [c, b] tal que s(x) es constante en los subintervalos abiertos de P; y P, luego P = P; U P, una parti-
cion de [a, b] siendo Yo = Xm, Y1 = Xpm+1, - Yn = Xm+n ¥ S(X) constante en los subintervalos abiertos

de P, asi
c b m n
[syan [sar = ¥ sn—nen+ ¥ sk~ i)
a c k=1 k=1
m m+n
= Ys(—x-1)+ X selxg —x—1)
k=1 k=m-+1
m
= ¥ sp(sk— xk-1)
k=1

17. Demostrar el teorema 1.7 invariancia frente a una traslacion.

Demostraciéon.- Sea P = {x, ..., X, } una particién [a, b] tal que s(x) = s constante en el subinter-
valo abierto de la particién. Por otro lado sea P = {x9 + ¢, x1 +¢, ..., X, + ¢} en una particion de
[a+c,b+c]lys(x—c)=sgparaxg_q+c < x < x + ¢ Entonces,

b+c

/abs(x) dx:kéSk(xk_xkl) :/a s(x —¢) dx

+c
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1.16 Laintegral de funciones mds generales

Definicién de integral de una funcién acotada. Sea f una funcién definida y acotada en [a,b]. Sean s y ¢
funciones escalonadas arbitrarias definidas en |4, b] tales que

s(x) < f(x) < (x)

para cada x en [a, b]. Si existe un niimero I, y s6lo uno, tal que

/bs(x) dx <I< / :alt(x) dx

Para cada par de funciones escalonadas s y t que verifiquen s(x) < f(x) < t(x), entonces este nimero I

b
se denomina la integral de f desde a hasta b y se indica por el simbolo / f(x) dx. Cuando I existe se
a

dice que f es integrable en [a, b].
b a

Sia < b se define / f(x)dx = — L f(x) dx supuesta integrable f en [a, b].
a B

a b
También se define / f(x) dx = 0. Si f es integrable en [a,b], se dice que la integral / f(x) dxx
a a

existe.

La funcién f se denomina integrando, los ntimero a y b los limites de integracién, y el intervalo
[a,b] el intervalo de integracion.

1.17 Integral superior e inferior

Supongamos la funcién f acotada en [a,b]. Sis y t son funciones escalonadas que satisfacen s(x) <
f(x) < t(x) se dice que s es inferior a f y que f es superior a f

Toda funcién f acotada en [a, b] tiene una integral inferior I( f) y una integral superior I( f) que satisfacen
las desigualdades

b B b
[ s ax<10h) <1() < [ #x) ax

para todas las funciones s y t tales que s < f < t. La funcién f es integrable en [a, b] si y s6lo si sus
integrables superior e inferior son iguales, en cuyo caso se tiene

[ fy ax=106) = 105)

Demostracién.- Sea S el conjunto de todos los nameros | ah s(x) dx obtenidos al tomar como s todas las

. . . . P b
funciones escalonadas inferiores a f, y sea T el conjunto de todos los nimeros [, t(x) dx al tomar como
t todas las funciones escalonadas superiores a f. Esto es

S—{/ﬂhs(x)dx|s§f}, T—{/ﬂbt(x)dx|f§t}
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Los dos conjuntos Sy T son no vacios puesto que f es acotada. Asimismo, [ ab s(x) dx < [ ab t(x) dx si
s < f < t, de modo que todo nimero de S es menor que cualquiera de T. Por consiguiente segtn el
teorema 1.34, S tiene extremo superior, y T tiene extremo inferior, que satisfacen las desigualdades

b b
/ s(x)dx <supS <infT < / y(x) dx

a

para todas las s y t que satisfacen s < f < t. Esto demuestra que tanto sup S como el inf T satisfacen

fﬂb s(x)dx <I< fab t(x) dx. Por lo tanto f es integrable en [a, ] si y s6lo si sup S = inf T, en cuyo caso
se tiene

b
/ f(x)dx =supS =infT.
Ja

El nimero sup S se llama integral inferior de f y se presenta por I(f). El niumero inf T se llama integral
superior de f y se presenta por I(f). Asi que tenemos

1) =swp{ [[saris< s}, 1 =we{ [ ax| g <of

1.18 El drea de un conjunto de ordenadas expresada como una integral

Sea f una funcién no negativa, integrable en un intervalo [a, b], y sea Q el conjunto de ordenadas de f
sobre [a, b]. Entonces Q es medible y su area es igual a la integral | ab f(x) dx

Demostracion.- Sea Sy T dos regiones escalonadas que satisfacen S € Q C T.. Existen dos funciones
escalonadas s y t que satisfacen s < f < ten [a, D], tales que

a(s) = /abs(x) dx y a(T)= /ab t(x) dx

Puesto que f es integrable en [, b] el nimero [ = | ab f(x) dx es el tnico que satisface las desigualdades

b b
/ s(x) < IS/ £(x) dx
a a
para todas las funciones escalonadas s y t que cumplen s < f < t. Por consiguiente ése es también
el tnico numero que satisface a(S) < I < a(T) para todas las regiones escalonadas S y T tales que

S € Q C T. Segun la propiedad de exhaucion, esto demuestra que Q es medible y que a(Q) = I

Sea f una funcién no negativa, integrable en un intervalo [4, b]. La grafica de f, esto es el conjunto

{(xy)/a<x<by=f(x)}

es medible y tiene drea igual a 0.
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Chapter 1. Los conceptos del Céalculo Integral 1.20. Funciones monétomas y monétonas a...

Demostracion.- Sean Q el conjunto de ordenadas del teorema 1.11 y Q el conjunto que queda si se
quitan de Q los puntos de la gréfica de f. Esto es,

Q ={(xy)/a<x<b0<y< f(x)}

El razonamiento utilizado para demostrar el teorema 1.11 también demuestra que Q' es medible y que

a(Q") = a(Q). Por consiguiente, segtin la propiedad de la diferencia relativa al area, el conjunto Q — Q'
es medible y

!

a(Q-Q)=a(Q) —a(Q)=0

1.20 Funciones monétomas y monétonas a trozos. Definiciones y ejemplos

Funciénes crecientes y decreciente. Una funcién f se dice que es creciente en un conjunto S si f(x) < f(y)
para cada par de puntos x e y de S con x < y. Si se verifica la desigualdad estricta f(x) < f(y) par todo
x < yen S se dice que la funcién es creciente en sentido estricto en S.

Una funcién se dice decreciente en S si f(x) > f(y) paratodox < yen S. Si f(x) > f(y) para
todo x < y en S la funcién se denomina decreciente en sentido estricto en S.

Funcién monétona. Una funcién se denomina mondétona en S si es creciente en S o decreciente en S.
Monétona en sentido estricto significa que f o es estrictamente creciente en S o estrictamente decreciente
en S. En general el conjunto S es un intervalo abierto o cerrado.

Funcién monétona a trozos. Una funcién f se dice que es monétona a trozos en un intervalo si su gréafica
estd formada por un numero finito de trozos monétonos. Es decir, f es monétona a trozos en [a, b] si
existe una particién P de [a, b] tal que f es monétona en cada uno de los subintervalos abiertos de P.

1.21 Integrabilidad de funciones monétonas acotadas

Si f es monétona en un intervalo cerrado [a, b], f es integrable en [a, b]

Demostracién.- Demostraremos el teorema para funciones decrecientes. El razonamiento es analogo
para funciones decrecientes. Supongamos pues f decreciente y sean I(f) e I(f) sus integrales inferior y
superior. Demostraremos que I(f) = I(f).

Sea n un ntimero entero positivo y construyamos dos funciones escalonadas de aproximacién s, y f, del
modo siguiente: P = {xo, X1, ..., X, } una particién de [a, b] en n subintervalos iguales, esto es, subinter-
valos [xx_1, x¢] tales que x;y — xx_1 = (b — a)/n para cada valor de k. Definamos ahora s, y t, por las
férmulas

sn(x) = f(xx—1),  ta(x) = flxx) si xpq <x <X
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en los puntos de division, se definen s, y t, de modo que se mantengan las relaciones s(x) < f(x) <
t,(x) en todo [a, b]. Con esta eleccion de funciones escalonadas, tenemos

b—a
n

[l [ o= X f00 =) X fle ) =) = 0 Y )~ 1)) =
a a k=1 k=1 k=1

_ (b—=a)[f(b) — f(a)]

n

siendo la tltima igualdad una consecuencia de la propiedad telescépica de las sumas finitas. Esta tiltima

S . .. o . . . n b .
relacion tiene una interpretacion geométrica muy sencilla. La diferencia [, t, — [, s, es igual a la suma
de las areas de los rectdngulos. Deslizando esos rectdngulos hacia la derecha, vemos que completan
un recténgulo de base (b —a)/n y altura f(b) — f(a); la suma de las areas es por tanto, C/n, siendo

C=(b—a)[f(b) - f(a)].

Volvamos a escribir la relacion anterior en la forma

/abtn—/absn:(n: (1)

Las integrales superior e inferior de f satisfacen las desigualdades

/absnél(f)é/abtn y /absnél_(f)ﬁ/abtn

Multiplicando las primeras igualdades por (—1) y sumando el resultado a las segundas,es decir:

A <[ n 1< [0 A< [ < [

obtenemos

Utilizando (1) y la relacion I(f) < I(f) obtenemos

0<I(f) - I(f) <

20

para todo entero n > 1. Por consiguiente, segtin el teorema 1.31 se tiene

) <1 <UH+S

por lo tanto I(f) = I(f). Esto demuestra que f es integrable en [a, b].

1.22 Calculo de la integral de una funcién monétona acotada

Teorema Supongamos f creciente en un intervalo cerrado [a,b]. Sea xy = a+ k(b —a)/nparak =0,1,..,n.Siles
113 un ndmero cualquiera que satisface las desigualdades
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para todo entero n > 1, entonces I = fabf(x) dx

Demostracion.- Sean s, y t; las funciones escalonadas de aproximacién especial obtenidas por subdi-
vision del intervalo [a, b] en n partes iguales, como se hizo en la demostracion del teorema 1.13. Entonces,
las desigualdades (1.9) establecen que
b b
‘/ %1§«[§“/ ty
a a

para n > 1. Pero la integral [ ab f(x) dx satisface las mismas desigualdades que I. Utilizando la igualdad
(1) tenemos I < fab t, como también fﬂb sn < fabf(x) dx — - fabf(x) dx < — fab sn entonces

I—/abf(x)dxg/ahtn—/absn

Similarmente usando las inecuaciones [ ub sn<Ily [ uh f(x)dx < [ Hb t, resulta que

/abf(x)dx—lﬁ/ﬂbtn—/ubsn = I—/abf(x)dx2—</abtn_/absn>

Donde se concluye que
b b C
< / ty — / Sn = —
a a n

par todo n > 1. Por consiguiente, segtin el teorema 1.31, tenemos [ = | ab f(x) dx

Og‘l—/ﬂbf(x)dx

Supongamos f decreciente en [a,b]. Sea x; = ¢+ k(b —a)/n parak = 0,1,..,n. Si I es un namero
cualquiera que satisface las desigualdades

para todo entero n > 1, entonces I = fabf(x) dx

1.23 Cdlculo de la integral fob xP dx siendo p entero positivo

Si p es un entero positivo y b > 0, tenemos

b bp-i—l
/ xP dx =
0 p+1

Demostracién.- Comencemos con las desigualdades

n—1 np+1 n
Y K< I
k=1 r+1 3
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validas para todo entero n > 1y todo entero p > 1. Estas desigualdades se demostraron anteriormente.
La multiplicacién de esas desigualdades por bP+1 /n*1 nos da

b (kb\P bl b & (kb
&) <=k 6)
ni=\n p+1 n=\n
Si ponemos, las desigualdades (2) del teorema 1.14 se satisfacen poniendo f(x) = x¥, a = 0, entonces

pp+1
p+1

I= . Resulta pues que

1.24 Propiedades fundamentales de la integral

Linealidad respecto al integrando. Si f y ¢ son ambas integrables en [a, b] también lo es c; f + cp¢ para cada
par de constantes ¢ y cp. Ademads, se tiene

b

/ﬂb [c1f(x) +c2g(x)] dx = /ﬂbf(x) dx + Cz/{z g(x) dx

Nota.- Aplicando el método de induccioén, la propiedad de linealidad se puede generalizar como sigue:
Si f1,..., fn son integrables en [a.b] también lo es c1f1 + ... + cu fu para cy, ..., ¢, reales cualesquiera y se

tiene - ; )
[ Lafitnds= Yo [ filx) dx
7 k=1 k=1 ¢

Demostracién.- Descompongamos esa propiedad en dos partes:

[ro=[r+[s W

[es=c[r ®

Para demostrar (A), pongamos I(f) = fabf el(g) = fub g. Demostraremos que I(f + ¢) = I(f + g) =
I(f) +1(g)- Sean s; y s, funciones escalonadas cualesquiera inferiores a f y g, respectivamente. Puesto
que f y g son integrables, se tiene

1) =swp{ ["sils < £}, 19 =sup{ [ sls2 <5}

Por el teorema 1.33 aditiva del extremo superior, también se tiene

I(f)+1(g):sup{/absl—i-/absﬂsl §f,52§g} (1.11)

Perosis; < fysy < g, entonceslasumas = s; + s, es una funcién escalonada inferior a f + g, y tenemos

Lbs1+/ubs2_/abs§1(f+g)

108



Teorema
1.17

Chapter 1. Los conceptos del Célculo Integral 1.24. Propiedades fundamentales de la integral

Por lo tanto, el nimero I( f 4 ) es una cota superior para el conjunto que aparece en el segundo miembro
de (1.11). Esta cota superior no puede ser menor que el extremo superior del conjunto de manera que

I(f)+1g) <lf+g)  (1L12)

Del mismo modo, si hacemos uso de las relaciones

=it [nir<n},  ag—mt{ [ nlg<r)

donde t; y t representan funciones escalonadas arbitrarias superiores a f y g, respectivamente, obten-
emos la desiguald

I(f+g) <I(f) +1(g)

Las desigualdades (1.12) y (1.13) juntas demuestran que I(f + ¢) = I(f + ¢) = I(f) + I(g). Por consigu-
iente f + g es integrable y la relacién (A) es cierta.

La relacion (B) es trivial si ¢ = 0. Si ¢ > 0, observemos que toda funcién escalonada s; = cf es de la
forma s; = cs, siendo s una funcién escalonada inferior a f. Andlogamente, cualquier funcién escalon-
ada t1 superior a cf es de la forma t; = ct, siendo t una funcién escalonada superior a f. Por hipétesis se
tenemos,

I(cf) :sup{/ahsﬂsl §cf} :sup{c/abs|s gf} =cI(f)

I(cf) = inf{/ﬂbtllcf < t1} =inf{c/ﬂbt|f < t} = cI(f)

Luego I(cf) = I(cf) = cI(f). Aqui hemos utilizado las propiedades siguientes del extremo superior y
del extremo inferior:

sup{cx|x € A} = csup{x|x € A}, inf{cx|x € A} =cinf{x|x € A} (1.14)

que son vélidas si ¢ > 0. Esto demuestra (B) sic > 0.

Sic < 0,1a demostracion de (B) es basicamente la misma, excepto que toda funcién escalonada s; inferior
a cf es de la forma s; = ct, siendo t una funcién escalonada superior a f y toda funcién escalonada #;
superior a cf es de la forma t; = cs, siendo s una funcién escalonada inferior a f. Asimismo, en lugar de
(1.14) utilizamos las relaciones

supcx|x € A=cinfx|x € A, infcx|]x € A= csupx|x € 4,

que son ciertas si ¢ < 0. Tenemos pues

tef) =sup{ [silst <erf —sup{e [ <t} —me{ 7 <o} i),

Analogamente, encontramos I(f) = cI(f). Por consiguiente (B) es cierta para cualquier valor real de c.

Aditividad respecto al intervalo de integraci6n. Si existen dos de las tres integrales siguientes, también existe
la tercera y se tiene:

b c c
/ f(x) dx+/b f(x) dx:/ f(x) dx
a a
Nota.- En particular, si f es moné6tona en [, b] y también en [b, c|, existen las dos integrales | uh felyf

con lo que también existe [ f y es igual a la suma de aquellas.
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Demostracién.- Supongamos que a < b < ¢, y que las dos integrales €} f e [, f existen. Designemos
con I(f) e I(f) las integrales superior e inferior de f en el intervalo [4, c|]. Demostraremos que

n=1=[ s+ [

Si s es una funcién escalonada cualquiera inferior a f en [g, ¢], se tiene

[=f )

Reciprocamente, si s1 y sy son funciones escalonadas inferiores a f en [a,b] y [b, c| respectivamente, la
funcién s que coincide con sq en [a,b] y con sy en [b, ] es una funcién escalonada inferior a f para lo que

c b c
/ = / S1+ / S7.
a a b

Por consiguiente, en virtud de la propiedad aditiva del extremo superior, tenemos

1) =sup{ [“sls < £ =sup{ [Csisv < f}rsup{ [T <} = [+ [ 7

Anélogamente, encontramos
_ b c
1=/ f+[ £
a b

lo que demuestra (1.15) cuando a2 < b < c. La demostracién es parecida para cualquier otra disposicién
de los puntos a, b, c.

Invariancia frente a una traslacién. Si f es integrable en [4, b], para cada nimero real ¢ se tiene:

[ ) dx =

b+c
f(x—c)dx
a+c

Demostracién.- Sea g la funcion definida en el intervalo [a + ¢, b+ ¢] por la ecuacién g(x) = f(x —c). De-
signemos por I(g) e g las integrales superior e inferior de g en el intervalo [a + ¢, b + ¢]. Demostraremos
que

1) = T(s) = [ f(x) dx.

Sea s cualquier funcién escalonada inferior a g en el intervalo [a + ¢, b + ¢]. Entonces la funcién s; definida
en [a,b] por la ecuacién s1(x) = s(x + ¢) es una funcién escalonada inferior a f en [a,b]. Ademas, toda
funcién escalonada s; inferior a f en [a, D] tiene esta forma para un cierta s inferior a g. También, por la
propiedad de traslacion para las integrales de las funciones escalonadas, tenemos

/ubﬂ dx:/abs(x+c) dx:/ﬂbsl(x) dx. (1.16)

+c

Por consiguiente se tiene

1) =sup{ [ “sis<gf —sup{ [“silsi < s} = [ 00 o

Analogamente, encontramos [ = | ab f(x) dx, que prueba (1.16).
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Dilatacién o contraccién del intervalo de integracién. Si f es integrable en [a, b] para cada namero real k # 0

se tiene:
[re=p ), () e

Nota.- En los dos teoremas 1.19 y 1.20 la existencia de una de las integrables implica la existencia de la
otra. Cuando k = —1, el teorema 1.19 se llama propiedad de reflexién.

Demostracién.- Supongamos k > 0y definamos g en el intervalo [ka, kb] para laigualdad g(x) = f(x/k).
Designemos por I(g) e I(g) las integrales inferiores y superiores de g en [ka, kb]. Demostraremos que

B b
() =1 =k [ fxax.  (117)

Sea s cualquier funcion escalonada inferior a ¢ en [ka, kb]. Entonces la funcion definida en [g, b] por la
igualdad sq(x) = (kx) es una funcién escalonada inferior a f en [4, b]. Ademads, toda funcion escalonada
s1 a f en [a,b] tiene esta forma. También, en virtud de la propiedad de dilatacion para las integrales de
funciones escalonadas, tenemos

/kkbs(x) dx :k/abs(kx) dx = k/absl(x) dx.

a

Por consiguiente

I(g) = sup {/k:bs|s < g} — sup {k'/fsnsl < f} k[ f ax

Analogamente, encontramos 1(g) = k [ ab f(x) dx, que demuestra (1.17) si k > 0. El mismo tipo de de-
mostracién puede utilizarse si k < 0.

teorema de comparacién. Si f y ¢ son ambas integrables en [a,b] y si g(x) < f(x) para cada x en [a, b] se
tiene:

[ s ax< [ ) e

Demostraciéon.- Supongamos ¢ < f en el intervalo [4,b]. Sea s cualquier funcién escalonada inferior
a g, y sea t cualquier funcién escalonada superior a f. Se tiene entonces | ab s < [ ab t, y por tanto el

teorema 1.34 nos da
b b b b
/ =sup{/ S|S<g}<inf{/ t|f<t}:/ f.
a a Ja Ja

Esto demuestra que | ab g< | Hb f, como desedbamos.
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1.25 Integracién de polinomios

Podemos usar el teorema 1.20 para demostrar que (1.11) también es vélida para b negativo. Tomemos
k = —1 en el teorema 1.20 y se obtiene

./(;h =- /Ob(x)” dx = (~1)P*! /Oh ¥ dx = <bel“

lo cual prueba la validez de (1.11) para b negativo. La propiedad aditiva | ab xP dx = fob xPdx — [ xP dx
nos conduce a la formula general:
b bp+1 o ap+1
/ xPdx = ————
a

p+1

valida para todos los valores reales de a y b, y todo entero p > 0.
Algunas veces el simbolo

b
P(x) |,
se emplea para designar la diferencia P(b) — P(a). De este modo la férmula anterior puede escribirse ast:

ppt1 _ gp+l
N

Esta férmula y la propiedad de linealidad, nos permiten integrar cualquier polinomio.
Con mayor generalidad, para calcular la integral de cualquier polinomio integramos término a término:

n bk+1 a+1

/chx dx—ch/xdx—ch s

1.26 Ejercicios

Calcular cada una de las integrales siguientes:

3 3
1 /xzdx: =9
0
3 33 3 (_2\3
2./ x%dx = :3 (=3) :%:18
_3 _3 3
2 24
3. 4x3 dx = 4= = 16.
0 4
4 [ ~\4
4. / 43 dx—4x— S G
5|, 4

112



Chapter 1. Los conceptos del Céalculo Integral 1.26. Ejercicios

1 15
5./5t4dt:5—:
0 5
5 _1)5
6. / 5t4dt_5— Bl Gt
1 5
7 /1(5x4—4x3)dx 5Lt
“Jo 75 4
1 1 51 41 5_(_1)5
8/(5 4x)dx—5/xdx 4/xdx: 620 U o I il Gl A
-1 -1 514 4|4
14 (_1)4
I =2
2 32 2 23_ _13
9 / (£ +1)dt +t = ( )—1—2—(—1):6
-1 -1 -1 3
3 33 23 3 3 _n3 2 _ 92
10./(3x2—4x—|—2)dx:3-x— S I Y S il (3-2)=11
2 3, 5 2 3 2
V2 5 0 (1/2)* (1/2)3 (1/2)? 21
11./ (883 162 — 2t +5)dt =8- 16 Y (1/2)
0 4 3 2
4 4 B W21 4
12./ (u—1)(u—-2)du = / u? —3u4+2dx=—| —3-—| +2u =
-2 -1 31, 21, -2
43— (=23 4> —(-2)? 73
= 3 —3—— +2[—(-2)) =5 —18+12=18
0+1 BN 12-02 1
13. / (x+1) dx:>/ (x —1+1)*dx (traslacin) :>/ Pdx="| = ==
141 3 1o 3 3

-1
14. / (x+1)*dx
0

Respuesta.- Por ser —1 < 0 entonces por el teorema de dilatacién o contraccién del intervalo de
integracion se tiene que

-1 0 310 x2

x+12dx:—/ x+1)2dx=— = 2. —

| G+ 1) ol +2-3

-1
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2 p 23 22
15. —1 -1 =3-——4.-—4+2=2
5 /O(x JEr—1)dx =32 —+

16. /(;2 I(x — 1)(3x — 1)| dx

Respuesta.- Se evaluara en intervalos en los que sea siempre sea positiva o siempre negativa, como
también evaluar por separado. Examinando el polinomio se tiene ceros en x = 1, %, donde la expre-
sién va a cambiar de signo en estos puntos, entonces:

x<% = (x-1)Bx—-1)>0 = |(x—1)Bx—1)]=(x—1)3x—1)

t<r<l = (@-DEx-1<0 = [(x-1)@r-1)|=—(x-1)(Ex-1)

xr>1 = (x-1)Bx—-1)>0 = |(x—1)Bx—1)|=(x—-1)(Bx—1)

Luego por el teorema aditivo de integracién

2 1/3 1 2
/0 (x—1)Bx—1) dx:/o (x—1)B3x—1) dx+.1/3—(x—1)(3x—1)dx+/l (x —1)(3x — 1) dx

Asfi, nos queda
2 1/3 1 2
/3x2—4x+1dx:/ 3x2—4x+1dx+/ —(3x2—4x+1)dx+/ 32— dx +1dx
0 0 1/3 1

por lo tanto

1 2

1/3 3 2
X X
—(—B—i—x) 3

¥ a2

1 2 1 1 2 1 4 4 62
—<279+3>0[(12+1)(279+3)]—27+27+2_27

3 2
+ <3x—4"2+x)

1/3 1

3
17. / (2x —5)% dx
0

Respuesta.- Por el teorema de invariancia frente a una traslacion se tiene

3 1/2 3 1/2 4172
/(2x—5)3dx/ [2<x+5)—5} dx:/ @xPdx=80"| dax—L_%0_ 5
0 ~5/2 2 ~5/2 4| 5, 8 8
3 3 7 x° x3 ’
18. / (x2—3)3dx:/ X0 —9x* 4 27x% —27dx = ( & — 9= + 27— —27«x =
5 3 7 5 3 I
2187 2187 2187 2187 2592
= (=22 2 a3 81 ) — (X 22 43481 ) = 2
( 5 5 +243-8 ) ( -+ 348 > =
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5 5 5
19. / (x —5)*dx = / xt —20x% . +150x% - + — 500x + 625 dx = <55 — 3125 4 6250 — 6250 + 3125) =
0 0
625

—4
20. / (x +4)10 dx
-2
Respuesta.- Por la invariancia de la integral se tiene

—4 0 2 o1l
4)10 :/ 10 4 :_/ 10 g0 —
/72(36—1—) dx [ % dx X dx T

21. Hallar todos los valores de ¢ para los que

@) /ch(l—x) dx =0

c 2 3
Respuesta.- Al integrar tenemos que / x—x*dx = % - % igualando el resultado a 0 se tiene
0
3c? — 2¢® = 0 de donde
3
= 0 = —
c y =3

() /O.CIx(lfx)| dx

Respuesta.- Dado que |x(1 — x)| > 0 para todo x, podemos usar el teorema de comparacién
para ver si [x(1 — x)| > 0 para cualquier x, de donde

c c
1—x)|d >/O:0
| xa=wiax> |

Asi, para que la ecuacion se mantenga debemos tener |x(1 — x)| = 0 para todo 0 < x < ¢ Dado
que la expresion serd distinta de cero para cualquier 0 < x < ¢, debemos tener ¢ = 0

22. Calcular cada una de las integrales siguientes. Dibujese la gréfica f en cada caso.

2 x2 si 0<x<1
(a) / f(x) dx donde f(x) = ¢ 2—x si 1<x<2 Respuesta.- Por el teorema de aditividad
0

respecto al intervalo de integracion se tiene
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2 1 2
/Of(x) dx = /Of(x) dx—i—/l F(x) dx
1 2
= /xzdx—I—/(Z—x)dx
0 1
13 2y
3 1 21
2 2
- a2y
3
_ 3
6

x si 0<x<c

1
(b) / f(x) dx donde f(x) = 1y ¢ es un ntmero real fijado, 0 < ¢ < 1.
0 c si c<x<1
1-c
c 1
Respuesta.- dividimos la integral en / x dx + / ( 1 < c) (1 —x)dx dedonde
0 c -
2|, 1=\ T 2] ) T2 T 1=¢ 1—c\" 2 ) 2

1
23. Hallar un polinomio cuadrético P para el cual P(0) = P(1) =0y / P(x)dx =1.
0

Respuesta.- Sea P(x) = ax? + bx + c entonces para P(0) = 0 nos queda ¢ = 0y para P(1) nos
da
a+b+c=0 = a=-b

De donde

3

1 p L ; J S
/OP(x) x—1:>/0(ax — ax) x:>a(3—2)

=1 = a= -6

0

Por lo tanto se tiene
P(x) = 6x — 6x°

24. Hallar un polinomio cuibico P para el cual P(0) = P(-2) =0, P(1) =15y /_02 P(x)dx =4
Respuesta.- Sea ax3 + bx? + cx + d si P(0) entonces d = 0. Luego para P(—2) = 0 se tiene
a(=2)3 +b(—2)*+¢c(-2)=0 = —8a+4b—2c=0 — c=2b—4a (1)
Despuéssi P(1) = 15entoncesa+b+2b—4a =15 = b=a+5 (2)
Remplazando en la ecuacién cuadrética e integrando se tiene
/702 [axg’ +(54a)x® + (10 — Za)x} dx =4
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de donde
410 30 210 4 3
x x x —(-2) —(-2)
— —_ :4
a _2+(5+a)3 _2—1—(10 201)2 | = a( 1 >+(5+a)( 3

+  (10—2q) ((22)2> =4

Asinos queda

4
—4u+§0+§a—20+4a:4 — a=41

Por lo tanto
4x3 +9x% 4+ 2x

25. Sea f una funcién cuyo dominio contiene —x siempre que contiene x. Se dice que f es una funcién
parsi f(—x) = f(x) y una funcién impar si f(—x) = —f(x) para todo x en el dominio de f. Si f es
integrable en [0, b] demostrar que:

b b
(@) /bf(x) dx = 2/ f(x) dx si f es par.
- 0
Demostracién.- Por el teorema de adicién de una integral tenemos
b 0 b
/hf<x) dx = /bf(") dx + /O f(x) dx

De la primera integral y por el teorema de dilatacién o contraccién del intervalo de integracion,
con k = —1, tenemos,

0 0
[ fdx = ["f(=x)dx
Siendo la funcién par, y el hecho de que — |, bo = fob entonces
0 b
— [ fexax= [ fx) ax
. J0

Asi, nos queda

/bbf(x) dx:/ohf(x) dx+/0bf(x) dx:Z/Obf(x) dx

b
(b) / f(x) dx =0si f es impar.

b b
Demostracién.- Sabemos que f es impar por lo tanto / f(=x) dx = — / f(x) dx. Luego
0 0

Similar a la parte () nos queda

/_bbf(x) dx:/_obf(x) dx+/()bf(x)dx:/(]bf(—x) dx—i—/obf(x) dx =0
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26.

27.

28.

Por medio de los teoremas 1.18 y 1.19 deducir la férmula
b 1
/ f(x)dx = (b—a)/ fla+ (b —a)x] dx
a 0
Demostracion.- Por los teoremas mencionados en la hipétesis se tiene

/ﬂhf(x)dx: Ob‘af[x—(—)dx— —a/f b—a)+a dx_/fa+ b—a)x] dx

Los teoremas 1.18 y 1.19 sugieren una generalizacién de la integral | ah f(Ax + B) dx. Obtener esa
férmula y demostrarla con el auxilio de los citados teoremas. Discutir también el caso A = 0.

Demostracion.- Sea
1 Aa+B

- si A#0
A JAb+B 7

/bf(Ax—I—B) dx =
e (b—a)f(B) si A=0

Para el caso A = 0, tenemos

/abf(Ax—irB) dx:/abf(B) dx:f(B)/ab dx = (b— a)f(B)

. Luego para el caso A # 0 usamos el teorema de expansién o contraccién del intervalo de integracion,
para obtener,

/fo+B) A/ Aaf(x+ B) dx
asi por la invariancia de la integral concluimos que

1 Ab+B

e m =2 [ ) an

Mediante los teoremas 1.18 y 1.19 demostrar la férmula
b c—b
/ f(c—x)dx:/ f(x) dx
a c—a

Demostracion.- Por el teorema de expansién o contracciéon con k = —1 y el teorema de invarian-
cia frente a la traslacion,

/abf(c—x) dx:—/ia—bf(x—i—c) dx = 7;af(x+c) dx:/ci;ﬂf(x) dx
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Teorema
2.1

2

Algunas aplicaciones de la integracion

2.2 El area de una regiéon comprendida entre dos graficas expresada como una integral

Supongamos que f y g son integrables y que satisfacen f < g en [a,b]. La region S entre sus graficas es
medible y su drea a(S) viene dada por la integral

Demostracién.- Demostracién.- Supongamos primero que f y g son no negativas,. Sean F y G los
siguientes conjuntos:

F=(xyla<x<b0<y<f(x) G=(xyla<x<b0<y<g(x)

Esto es, G es el conjunto de ordenadas de g, y F el de f, menos la gréfica de f. La regién S es la diferencia
G — F. Segun los teoremas 1.10 y 1.11, F y G son ambos medibles. Puesto que F C G la diferencia
S = G — F es también medible, y se tiene

b b
() =a(G) —a(F) = [ g(x) dr= [ [g(x) ~ () ax
Consideremos ahora el caso general cuando f < g en [a, b], pero no son necesariamente no negativas.
Este caso lo podemos reducir al anterior trasladando la regién hacia arriba hasta que quede situada
encima del eje x. Esto es, elegimos un nimero positivo ¢ suficientemente grande que asegure que 0 <

f(x) + ¢ < g(x) + ¢ para todo x en [a,b]. Por lo ya demostrado la nueva region T entre las graficas de
f 4+ cy g+ cesmedible, y su parea viene dad por la integral

o(T) = [ 1)+ = () + 0 = [5() = f)] a

Pero siendo T congruente a S, ésta es también medible y tenemos

Esto completa la demostracién.
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Nota En los intervalos [4, b] puede descomponerse en un namero de subintervalos en cada uno de los cuales
21 f < gog < flaférmula (2.1) del teorema 2.1 adopta la forma

)= [ g0 — ()] ax

Lema Area de un disco circular. Demostrar que A(r) = r>A(1). Esto es, el 4rea de un disco de radio r es igual al
2.1 producto del drea de un disco unidad (disco de radio 1) por 2.

Demostracién.- Ya que g(x) — f(x) = 2¢(x), el teorema 2.1 nos da

A(r):/rg( dx =2 \/ 2 —x2dx

—r

En particular, cuando r = 1, se tiene la férmula

1
1):2/1\/1—x2dx

Cambiando la escala en el eje x, y utilizando el teorema 1.19 con k = 1/7, se obtiene

A(r) =2 ' g(x) dx:2r/jlg(rx) dszr/jl \/ 12— (rx)? dx:2r2/jl V1—x2dx =r2A(1)

—r

Esto demuestra que A(r) = r>A(1), como se afirmo.

Definicién Se define el nimero 71 como el drea de un disco unidad.
2.1
1
7'[:2/ vV1—x2dx
-1

La formula que se acaba de demostrar establece que A(r) = 7tr?

Generalizando el anterior lema se tiene

a(kS) = /]:hg(x) dx = k'/k.:bf(x/k) dx = K2 ./a.bf(x) dx

Teorema Paraa > 0,b > 0y n entero positivo, se tiene
2.2

_1
n

b bl—l/"fal
/ xn dx = —_—

‘. 1 p 1 .
Demostracion.- Sea foa xn. El rectdngulo de base a y altura a» consta de dos componentes: el conjuntos

de ordenadas de f(x) = xiaa y el conjuntos de ordenadas g(y) = y" a aii. Por lo tanto,

,_\

1
! . ntl an 1+1 1+4
a-a %: l+*_/x"dx+/ yndy:>/x%dx:al+%_37+1 :al+%_Z+1:111/n
0 0
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Anélogamente se tiene

Luego notemos que

por lo tanto

2.4 Ejercicios

En los ejercicios del 1 al 14, calcular el drea de la region S entre las graficas de f y g para el intervalo [a, b]
que en cada caso se especifica. Hacer un dibujo de las dos graficas y sombrear S.

1 f(x)=4—2x%, g(x)=0, a=-2, b=2

Respuesta.-

2. f(x)=4—2x2, g(x)=8-2x2, a=-2, b=2.
Respuesta.-

2 2 32
/ 8 —2x% — (4 —x?)] dx = / 4—x*dx = 3 (por ejercicio 1)
_2 -2

3. fx) =23 +22, g(x)=x>+1, a=-1, b=1

Respuesta.-
1 1 1 31 (=
/ x3+1—(x3+x2)dx:/ 1-xde=x| —= :2—1 ( 1):é
. - L 31, 3 3
4 f(x)=x—x%, glx)=—-x, a=0, b=2
Respuesta.-
2 2 22 3|2 2 3
2 () dr= DS o I I .
/Ox x (x)dx—/o2x x—220 3,7%2 3 2
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5. f(x) =x3, g(x)=xY%2, a=0, b=1

Respuesta.-
x1+1/3

1+1/3

17 K1+1/2 1_
o 1+1/2],

1
/ X3y V2 gy =
Jo

6. f(x) =x3, g(x)=xV2, a=1, b=2
Respuesta.-

x1/2+1 2
1+1/2

x1/3+1 2_

pl/241 1 U3+l 45 392 1
. 1+1/3],

1+1/2 1+1/3_ 3 2 12

2
/ x1/2 —x /3 gy =
1

7. f(x) =x3, g(x)=xY2, a=0, b=2

Respuesta.- Sea
1 2
/ |x1/3 —x1/2| dx+/ \x1/3 —x1/2| dx
0 1

por los problemas 5 y 6 se tiene

Ng
N
N =

+4\f 3\3@+ 42 3
12 2 12 3

8. f(x)=x2, g(x)=x% a=0, b=2

Respuesta.-
1 2 x1+1/2 o 1 32 1+1/2 |2
12 .2 2 .1/2 _ X X
x—xdx+/x—x dx = + | = — 77—
/0 1 <1+1/2 0) (31 1+1/21>
281 2Wl/2_q
= (1 >+ 3 1+1/2
_ 21,7 422
3 3 3 3
_ 104y
3 3

9. f(x)=x% g(x)=x+1, a=-1, b=(1++5)/2
Respuesta.

(1-v5)/2 (1+V5)/
/1 x?—(x+1) clJH—/1 (x+1)—x2dx—:
- ~V5)/
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(1-v5)/2 (1++/5) /2
= / xz—x—ldx—i-/ x+1—x%dx
-1 (1-v5)/2
(x3 2 ) (1-v5)/2 2 3\ [1+V5)/2
= = 5 X +<+x>
32 -1 2 3/ la-va)2
BN RN
o 4 12 6
_ 5/56-3
N 4

10. f(x) =x(x*—1), g(x)=x, a=-1, b=+2

Respuesta.-

0 V2 0 V2
/1x(x2—1)—xdx+/0 x—[x(xz—l)]dx:/lx3—2xdx+/ —x® 4 2xdx =
- - 0

4 0 4 V2
_ (X _ .2 X 2 _ 1 B _7
—(4 x)1+( 4—|—x)0 = 4—|—1+( 1+2)—4
11. f(x) =|x|, g(x)=x>—-1, a=-1, b=1
Respuesta.- Definimos f de la siguiente manera:
ol | —x si xe[-1,0)
flx) = Ix = { x si x€0,1]
Luego,
1 0 1
/lf(x)fg(x)dx = / fxfx2+1dx+/ x—x*+1dx
- J-1 J0

O—i- x—z X3+x l
1 2 3

0

12. f(x)=|x+1|, gx)=x>-2x, a=0, b=2
Respuesta.- Definamos f de la siguiente manera:

)

x+1) si xe€l0,1
1,2]

f(x):|x—1:{ _(x—i-l si x€|

Entonces,
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2
|| ) — gx) dx

13. f(x) =2|x|, g(x)=1-3x3,

1 2
/—(x—l)—x2+2xdx+/ x—1— x> +2xdx
0 1

1 2
/ —x2+x+ldx+/ —x? 4+ 3x —1dx
0 1

¥ X2 ! ¥ 3x2 2
= <_3+2+X) 0+(—3+2—x)1

1 1 8 1 3
= <—3+2+1)+(—3+6—2+3—2+1)
- 7
3

1

ﬂ:—\/g/?), bzg

Respuesta.- Definimos f de la siguiente manera:

de donde se tiene,

/f’? g(x) — flx

W f(x) = |x[+]x=1], g(x)

) dx

0,

a= -1,

—x si x€[-/3/3,0)
x si x€0,1/3]

b=2

Respuesta.- En este problema f(x) > ¢(x) en el intervalo [—1,2], por lo tanto

/1f(x)—g(x)dx:/1\x\+|x+1|dx:/1|x|dx+/l|x71|dx

Definimos cada funcién por separado,

por lo tanto

x-11={

—x si x€|—-1,0
x| =
x si x€]0,2]
—(x—1) si xe[-1,1)
x—1 si x€][l,2]
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15.

16.

2 2 0 2 1 2
/ \x\dx+/ |lx — 1| dx / —xdx+/ xdx+/ —(x—1)dx+/ x—1dx
-1 -1 -1 0 -1 1

LG L) ()

1 11 1
= SH2-s g FlHl+2—5 241

2
+(=x)

+ (%)

-1 1

= 5

Las gréficas de f(x) = x? y g(x) = cx3, siendo ¢ > 0, se cortan en los puntos (0,0) y (1/c,1/c?). De-

terminar c de modo que la regién limitada entre esas gréficas y sobre el intervalo [0, 1/¢] tengan drea %

Respuesta.- Tenemos que f > g en el intervalo [0,1/c] de donde,

1/c 1/c 1/c 1
/ x2—cx3dx:/ xzdx—c/ Bdx = —
0 0 0 12¢3

lue OL_% orlo’rantoc—1
8913 ~ 3°F 2

Sea f(x) = x — x2, g(x) = ax. Determinar a para que la regién situada por encima de la grafica de g
y por debajo de f tenga area frac92.

Respuesta.- Tomaremos los casos cuandoa = 0,a > 0y a < 0.
Veamos primero que si g(x) < f(x) entonces

2

f(x)—g(x)>0=x—x*>—ax > 0= (1—a)x > x*

de donde si x = 0 se tiene una igualdad. Luego si x # 0 entonces x < (1 —a). Ahora seaa < 0 por
suposicion se tendrd 1 —a > 0, que nos muestra que el intervalo estard dado por [0,1 — a]. Anéloga-
mente se tiene el intervalo [1 — a,0] paraa > 0.

C1. Sia =0, esto no es posible ya que si a = 0 entonces g(x) = ax = 0y entonces el area arriba del
grafico de g y debajo del grafico de f es igual a

1 2 3
24— (XX
/Ox xdx—(2 3>

C2. Sia <0, f(x) > g(x) para [0,1 — a], por lo que tenemos la zona, a(S) de la regién entre las dos
gréficas dadas por

1-a 1—a 1-a
/ x—x*—axdx = (1—{1)/ xdx—/ x? dx
0 0 0

_ (1_a)<(1—2a)2> B (1—3a)3

1
1 9
=672

(1-a)
6
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asi nos queda que

_4)\3
_(1 a) :2:>(1—a)3:—27:>a:61
6 2
C3. Seaa >0y f(x) > g(x) entonces [1 — a,0] lo que
0 0 0
/ x—x*—axdx = (1—a)/ xdx—/ x? dx
1—-a 1—-a 1—-a
o (_Q=a? (1-a)
= (@ ”)< 2 2
__(-ap
6

P 9
Asi igualando por 5 tenemos

_\3
—%:%:>(1—a)3=—27:>a=4

Por lo tanto los valores posibles para a son —2 y 4.

17. Hemos definido 7t como el drea de un disco circular unidad. En el ejemplo 3 de la Seccién 2.3, se ha

demostrado que 7 = 2 [ 21 V1 —x2 dx. Hacer uso de las propiedades de la integral para calcular la
siguiente en funcién de 7.

3
(a) /3\/9—9(2 dx.

1
33

2
1
Respuesta.- Por el teorema 19 de dilatacién, = / 9— <T> dx, de donde nos queda
3

37733
1
9/ V1 —x2dx,
-1

. . 9
por lo tanto y en funcién de 7t se tiene 57T

2
(b) /0 \/1—%2 dx.

Respuesta.- Similar al anterior ejercicio se tiene

2 1 1
/mdxzz/ Vl—xzdx:/ \/1—x2dx:§
0 JO J—=1
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18.

19.

2
() /_z(x —3)V4 —x2 dx.

Respuesta.- Comencemos usando la linealidad respecto al integrando de donde tenemos
2 2
/ x\/4—x2dx—3/ V4 —x?dx.
-2 J-2

2
Luego por el problema 25 de la seccién 1.26, / xV4—x%2 dx =0, de donde
J—2

1 1
—6/ VA —dx2 dx = —12/ V1—x2dx = —6m
—1 -1

Calcular las areas de los dodecagonos regulares inscrito y circunscrito en un disco circular unidad y
deducir del resultado las desigualdades 3 < 7t < 12(2 — /3).

Respuesta.- Como estos son dodecdgonos, el dngulo en el origen del circulo de cada sector trian-
gular es 27t/12 = 71/6, y el dngulo de los tridngulos rectdngulos formado al dividir cada uno de estos
sectores por la mitad es entonces 71/12. Luego usamos el hecho de que,

Vi Vi
tan (%) =2-12, sen (%) = 23\@1, cos (%) = 23\21

Ahora, para el dodecdgono circunscrito tenemos el drea del triangulo rectangulo T con base 1 dado

por,
1 1 V3
a(T)fEbhfil‘(Z—\@)fl—T.

Como hay 24 tridngulos de este tipo en el dodecaedro, tenemos el drea del dodecaedro circunscrito
D, dada por

a(D.) = 24 (1 2\@> =12(2 - V3)

Por otro lado para el dodecdgono inscrito, consideramos el triangulo rectdngulo T con hipotenusa

_ 3

1 en el diagrama. La longitud de uno de los catetos viene dada por sen ({5) = T_l y la otra por
cos (5) . Entonces el area del triangulo es,

1. 1 v3-1 v3+1 2 1
a(T) = zbh = - - . == =2
2 2 22 22 16 8

Dado que hay 24 tridngulos de este tipo en el dodecaedro inscrito, D; tenemos,

1
a(Dj) =24--=3
8
Por lo tanto, en vista de que el area del circulo unitario es, por definicién 71 y se encuentra entre estos
dos dodecaedros, tenemos,
3<m<12(2—-3)

Sea C la circunferencia unidad, cuya ecuacién cartesiana es x> + y> = 1. Sea E el conjunto de puntos
obtenido multiplicando la coordenada x de cada punto (x,y) de C por un factor constante a2 > 0y la
coordenada y por un factor constante b > 0. El conjunto E se denomina elipse. (Cuandoa = b, la
elipse es otra circunferencia.).
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a) Demostrar que cada punto (x,y) de E satisface la ecuacién cartesiana (x/a)? + (y/b)? = 1.

Demostraciéon.- Sea E = {(ax,by)/(x,y) € C,a > 0,b > 0}. Si (x,y) es un punto en E en-

tonces (%, %) es un punto es C, ya que todos los puntos de E se obtienen tomando un punto de C

y multiplicando la coordenada x por a y la coordenada y por b. Por definicién de C, se tiene

ORIOS

b) Utilizar las propiedades de la integral para demostrar que la region limitada por esa elipse es med-
ible y que su drea es rtab.

2
Demostracién.- De la parte (a) sabemos que E es el conjunto de puntos (x,y) tales que (g) +

( Z) ? = 1. Esto implica,

b
2
s =01-0% o fx)=-by/1- (%)

Por lo tanto, el area de E es el drea cerrada de —a, a.
Para demostrar que esta regién es medible y tiene drea 7tab, comenzamos por mencionar

1
= 2/ V1- 22
-1
y por lo tanto

1
b = 2/ bv/1— x2 dx
-1
1
mab = Za/ bv/1— x2 dx
-1

= 2 (s
nab = /aabH_ (-b,/l—(zf) dx

Por lo tanto, sabemos que la integral de —a, a de g(x) — f(x) existe y tiene valor 7tab, concluyendo
que E es medible y a(E) = rab.

20. El ejercicio 19 es una generalizacion del ejemplo 3 de la seccién 2.3. Establecer y demostrar una gen-
eralizacién correspondiente al ejemplo 4 de la seccién 2.3.

Demostracion.- Para generalizar esto, procedemos de la siguiente manera. Sea f una funcién in-
tegrable no negativa en [a,b], y S sea el conjunto de ordenadas de f. Si aplicamos una transformacién
bajo la cual multiplicamos la coordinada x de cada punto (x,y) en la grafica de f por una constante
k > 0y cada coordinada y por una constante j > 0, entonces obtenemos una nueva funcién g donde

un punto (x,y) estd en g si y s6lo si i,?) estd en f. Luego,
V(% P PNE:
j_f(k):“/_]f(k)ég(x) i (%)
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Sea jkS y denotamos el conjunto ordenado de g.

a(s) = /abf(x) dx

entonces

ljss) = [ g(x)dx

- jk-./;f(x)dx

kb
= jk-a(S) dx
ka

21. Con un razonamiento parecido al del ejemplo 5 de la seccién 2.3 demostrar el teorema 2.2.

Demostracion.- Esta demostracion ya fue dada junto a la definicion del teorema 2.2.

2.5 Las funciones trigonométricas

Propiedad
2

1. Dominio de definicién. Las funciones seno y coseno estan definidas en toda la recta real.

2. Valores especiales. Tenemos cos 0 = sen %n =1,cosmt=—1.

3. Coseno de una diferencia. Para x e y cualesquiera, tenemos

cos(y — x) = COsy cos X + seny sen x.

4. Desigualdades fundamentales. Para 0 < x < 177, tenemos

sen x 1
X Ccos X

0 <cosx <

Teorema Si dos funciones sen y cos satisfacen las propiedades 1 a 4, satisfacen también las siguientes:

23 (a) Laidentidad pitagorica, sen? x + cos? x = 1, para todo x.

Demostraciéon.- La parte (a) se deduce inmediatamente si tomamos x = y en
cos(y — x) = cos cos X + senysenx

y usamos la relacién cos0 = 1.
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(b)

()

(D

(e)

(f)

Valores especiales, sen 0 = cos %71 =sen7m = 0.

Demostracion.- Resulta de (a) tomando x =0, x = %71, x = m y utilizando la relacién sen %71 =1.

El coseno es funcién par y el seno es funcion impar. Esto es, para todo x tenemos

cos(—x) = cos x, sen(—x) = —senx

Demostraciéon.- Que el coseno es par resulta también de
cos(y — x) = cos y cos X + senysen x

haciendo y = 0. A continuacién deducimos la férmula
)
cos [ 57— x| =senx,

haciendo y = %n en cos(y — x) = cosycosx + senysenx. Partiendo de esto, encontramos que el
seno es impar, puesto que

sen(—x) = cos (g —i—x) = cos [7(— (g —x)] = COS 7T COS (g —x) -+ sen 7t sen (g —x) = —senx

Co-relaciones. Para todo x, se tiene

1 1
sen <27T) = cos X, sen <27T+x) = —senx

Demostracién.- Para demostrarlo utilizaremos cos (%n) = sen x reemplazando primero x por %7‘[ +

x y luego x por —x.

Periodicidad. Para todo x se tiene sen (x + 271) = sen x, cos(x + 27T) = cos x.

Demostracién.- El uso reiterado de (d) nos da entonces las relaciones de periodicidad (e).

Férmulas de adicién. Para x e y cualesquiera, se tiene
cos(x +y) = cosxcosy — sen x seny
sen(x +y) = sen x cos x + cos x seny
Demostracion.- Para demostrar, basta reemplazar x por —x en cos(y — x) = cosy cos x + seny sen x

y tener en cuenta la paridad o imparidad. Luego utilizando la parte (d) y la férmula de adicién para
el coseno se obtiene

sen(x +v) —cos(x+y+7%5)

= —COSXCOS (y+ g) + sen x sen (y+ g)

= cosxseny - senxcosy
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(g) Férmulas de diferencias. Para todo los valores a y b, se tiene

a—> a+b
sena —senb = 2sen = cos ,
2 2
a+b a+b
cosa —cosb = —2sen 5 sen 7

Demostraciéon.- Reemplazaremos primero y por —y en la férmula de adicién para sen(x + y) obte-
niendo

sen(x —y) = senxcosy — cos x seny

Restando ésta de la férmula para sen(x + i) y haciendo lo mismo para funcién coseno, llegamos a
sen(x +y) —sen(x —y) = 2seny cos x,

cos(x +y) —cos(x —y) = —2senysenx.

Haciendo x = (a+b) /2,y = (a — b) /2 encontramos que esas se convierten en las férmulas de difer-
encia (g).

(h) Monotonia. En el intervalo [0, %n}, el seno es estrictamente creciente y el coseno estrictamente decre-
ciente.

Demostracién.- La propiedad 4 se usa para demostrar (h). Las desigualdades 0 < cosx < S€ILX <
S 015 ~ prueban que cosx y sen x son positivas si 0 < x < %71. Después de esto, si0 < b < a < %n, los
ntmeros (a+b)/2y (a —b)/2 estdn en el intrevalo (0, 1 77), y las férmulas de diferencias (g) prueban

que sena > senby cosa < cosb. Esto completa la demostracién.

2.6 Foérmulas de integracion para el seno y el coseno

Teorema Si0 <a < %n, y n > 1, tenemos
24
n n—1
a ka a ka
— Z cos — < sena < — Z cos — (2.6).
ni= n ni= n

Demostracién.- Las desigualdades anterior seran deducidas de la identidad

1 1 1
2sen 1x Z coskx = sen (n + ) X —sen =X, (2.7)
2"~ 2 2

valida para n > 1y todo real x. Para demostrar, utilizaremos las férmulas de diferencias (g) del teorema
2.3 para poner

1 1 1
25en§xcoskx = sen (k—i— 2) X — sen (k— 2) x

131



2.6. Féormulas de integracién para el senoyel... Chapter 2. Algunas aplicaciones de la integraciéon

Haciendo k = 1,2, ..., n y sumando esas igualdades, encontramos que en la suma del segundo miembro
se reduce unos términos con otros obteniéndose (2.7).

1 1
Si yXnoesun multiplo entero de 7t podemos dividir ambos miembros de (2.7) por 2 sen 7% resultando

_sen(n+ %x —sen %x)

n
Z coskx =
2sen ix
k=1 2

Reemplazando n por n — 1 y sumando 1 a ambos miembros también obtenemos. (Ya que cos0 = 1).

n—1 sen (n— %) x—I—sen%x
Z coskx = I
=0 2sen 53X

Esas dos férmulas son vélidas si x # 2mrt, siendo m entero. Tomando x = a/n, donde 0 < a < %n

encontramos que el par de desigualdades (2.6) es equivalente al siguiente

1\ a a 1\ a a
Esen (n—i—z) - sen (%> enn - Esen (n— 2) E+sen (ﬂ>
n 2sen (%) n 2sen (%)

Este par, a su vez es equivalente al par

a

1\ a a sen (%) 1\ a a

sen (n + 2) i sen (ﬂ) < W sena < sen (n - 2) - + sen (ﬂ) (2.8)
2n

Por consiguiente demostrar (2.6) equivale a demostrar (2.8). Demostraremos que se tiene

sen(2n+1)0 —senb < ? < sen(2n —1)6 +sen6 (2.9)
para 0 < 2n0 < 7. Cuando 6 = a/(2n) (2.9) se reduce a (2.8).
Para demostrar la desigualdad de la parte izquierda de (2.9), usamos la férmula de adicién para el seno
poniendo
sen 6

sen(2n + 1)0 = sen2n6 cos 0 + cos 216 sen 6 < sen 2n6 9 +senf,
habiendo usado también las desigualdades
0
cosf < %, 0z < cos2nf <1, senf >0, (2.10)

siendo todas vélidas ya que 0 < 2n6 < %n. La desigualdad (2.10) equivale a la parte izquierda de (2.9).
Para demostrar la parte derecha de (2.9), utilizamos nuevamente la férmula de adicién para el seno
poniendo

sen(2n —1)0 = sen2n6 cos § — cos2nbsen

Sumando sen § ambos miembros, obtenemos

1-— 2n6
sen(2n —1)0 4+ sen® = sen2nf | cosf + sen ki (2.11)
sen 2n6
Pero ya que tenemos
1—cos2n 2 sen? nf _ sennt
sen2n  2sennfcosnf  cosnb
el segundo miembro de (2.11) es igual a
0 0 0 0 0 - 1)0
sen2n6 | cos O + sen 6 senn = sen2n6 costicosnt +senfsenn = sen ZnGM
cosno cosnf cos nf
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Por consiguiente, para completar la demostracion de (2.9), necesitamos tan s6lo demostrar que

cos(n—1)0 _ senf
cos nf 0

(2.12)

Pero tenemos

0
cosnf = cos(n — 1) cos @ —sen(n — 1)8senf < cos(n —1)0cos® < cos(n — 1)0m,
en donde otra vez hemos utilizado la desigualdad fundamental cos 8 < 8 sen 6. ya que (COS X< ) p
esta tltimo relaciéon implica (2.12), con lo que se completa la demostracién del teorema 2.4.
u

Si dos funciones sen y cos satisfacen las propiedades fundamentales de la 1 a la 4, para todo a real se
tiene

a
/ cosx dx = sena, (2.13)
0

a
/ senx dx =1 — cosa. (2.14)
0

Demostracion.- Primero se demuestra (2.13), y luego usamos (2.13) para deducir (2.14). Supongamos
que 0 < a < 1m. Ya que el coseno es decreciente en [0,a] podemos aplicar el teorema 1.14 y las de-
sigualdades del teorema 2.4 obteniendo (2.13). La férmula es valida también para a = 0, ya que ambos
miembros son cero. Pueden ahora utilizarse las propiedades de la integral para ampliar su validez todos
los valores reales a.

Por ejemplo, si — % m<a<0,entonces 0 < —g < %n, y la propiedad de reflexién nos da

a —a r—a
/ cosx dx = —/ cos(—x) dx = — / cosx dx = —sen(—a) = sena.
0 0 Jo

Asf, pues, (2.13) es valida en el intervalo [—%7‘(, %n] Supongamos ahora que %n <a< %7‘(. Entonces

1 1
—57m <a—mn < 57, ,de modo que

a—7 a—7t

cos(x + 1) dle—/ cosx dx =

—mt/2

a /2 a 1
/ cosxdx:/ cosx dx + Cosxdx:senfn#-/
0 0 /2 2 —1/2

1
=1—sen(a — ) + sen <—27r> =sena

Con ellos resulta que (2.13) es valida para todo a en el intervalo [— % T, %n] . Pero este intervalo tiene lon-

gitud 277, con lo que la férmula (2.13) es valida para todo a puesto que ambos miembros son periédicos
respecto a a con periodo 27t
Seguidamente usamos (2.13) para deducir (2.14). Ante todo demostramos que (2.14) es vélida cuandoa =

7t/2. Aplicando sucesivamente, la propiedad de traslacién, la co-relacién sen (x + %n), y la propiedad

de reflexién, encontramos

/2 0 T 0 7T/ 2
/ senx dx = / sen (x + —) dx = / cosx dx = / cos(—x) dx
0 J—m/2 2 /2 Jo

Haciendo uso de la relaciéon cos(—x) = cos x y la igualdad (2.13), se obtiene
/2
/ senx dx =1
0
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Por consiguiente, para cualquier a real, podemos escribir

a /2 a a—rm/2 T
/ senxdx:/ senx dx + senxdle—i-/ sen (x—i——) dx =
0 0 /2 0 2

a—711/2
:1+/ cosxdx:1+sen(a—z):1—cosa
Jo 2

Esto demuestra que la igualdad (2.13) implica (2.14).

Nota Usando (2.13) y (2.14) junto con la propiedad aditiva

2.2
b b a
| fax= [ fe)dx— [ f(x) ax
a 0 0
llegamos a las férmulas de integracién més generales
b
/ cosx dx = senb — sena
a

y

b
/ senx dx = (1 —cosb) — (1 —cosa) = —(cosb — cosa).
a

Si nuevamente utilizamos el simbolo especial f(x) |} para indicar la diferencia f(b) — f(a), podemos

escribir esas formulas de integracién en la forma

b b

b b
/ cosx dx = senx y / senx dx = —cosx
a a

a a

Nota Con los resultados del ejemplo 1 y la propiedad de dilatacion
2.3

/abf(x) dx = %/C:bf(x/c) dx,

obtenemos las férmulas siguientes, vélidas para ¢ # 0;

b 1 rcb 1
/ coscx dx = — / cosx dx = —(sencb — senca)
a C Jca c

b 1 rcb 1
/ sencxdx:f/ senx dx = —=(coscb — cosca).
a C Jea G
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2

Nota La identidad cos2x = 1 — 2sen® x implica sen? x = %(1 — cos2x) con lo que, a partir del ejemplo 2,

24 obtenemos
/bsenzx dx = 1/a(l —cos2x) dx = 2 1senZa
a - 2Jo 2 4

Puesto que sen? x + cos? x = 1, encontramos también

"a "a -a 1
/ cos2xdx:/ (1—sen2x)dx:a—/ sen?x dx = = + ~ sen2a
0 0 0 2 4

2.8 Ejercicios

En este conjunto de ejercicios, se pueden emplear las propiedades del seno y del coseno citadas en las
Secciones dela2.5ala2.7.

1. (@)
Demostrar que senn7t = 0 para todo entero 7 y que esos son los tinicos valores de x para los que
senx = 0.
Demostracién.- Primero, ya que senx = — sen x implica que si sen x = 0 entonces sen(—x) = 0,,

lo que es suficiente mostrar que la declaracién es valida para todo n € Z*. Sabemos que
sen0) = sen7t = 0. Por lo tanto, es valida para el caso de n = 0 y n = 1. Ahora utilizare-
mos la induccién dos veces, primero para los enteros pares y luego para los impares.
Supongamos que la declaracién es valida para algunos pares m € Z*. Es decir, sen(mm) = 0.
Luego usando la periocidad de la funcién seno,

0 = sen(mm) = sen(mm + 2m) = sen [(m + 2)7].

Por lo tanto se cumple para todo parn € Z™.
Luego supongamos que es verdad para algunos impares m € Z*, entonces

0 = senmm = sen(mm + 27) = sen [(m + 2) 7]

de donde es verdad para todo impar n € Z™". Se sigue que es verdad para todo entero no nega-
tivo n, y por lo tanto para todo n € Z.

Por otro lado debemos demostrar que estos son tinicos valores reales el cual el seno es 0. Por la
periocidad del seno, es suficiente mostrar que se cumple para cualquier intervalo 27t. Escogere-
mos el intervalo (.77, 1) y demostraremos que senx = 0 <= x = 0 para todo x € (-7, 7). Por
la primera parte conocemos que sen 0 = 0. Entonces por la propiedad fundamental del seno y el
coseno, tenemos las inecuaciones

sen x 1 T
< x e (0, —)
CcoS X 2

de donde ambos senx y cosx son positivos en (0, %) Pero, de la identidad de correlacion,
tenemos

0 <cosx <

T
sen (E + x) = CosXx
asi, para x €€ (5,7) senx # 0. Pero también sabemos que sen 7 = 1y porque x € (0, )
tenemos sen x # 0. Dado que seno es una funcién impar,

sen(—x) = xsenx —> sen(—x) #0 parax € (0,7)
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en consecuencia, sen x # 0 para x € (—1,0). asi,

senx =0 = x=0 paraxe (—m,7)

(r) Hallar todos los valores reales x tales que cos x = 0.

Respuesta.- Se tiene que cosx = 0 siy sélo si x = % + nm. Probando esta proposicién se
tiene que x = 0 = sen(x + 7 ) = 0, aplicando la parte (a) concluimos que

x—i—n—nn — x—n—i-mr
2 2 ’

2. Hallar todos los reales x tales que

a) senx =1

Respuesta.- x estd dado por g + 2n7. Para todon € IN.

b) cosx =1

Respuesta.- x esigual a 2n7t. Para todon € IN.

c) senx = —1

3
Respuesta.- x = 771 + 2n7. Para todon € IN.

d) cosx = —1

Respuesta.- Estd dado por x = (2n + 1)7. Para todo n € IN.

3. Demostrar que sen(x + 7r) = —senx y cos(x + 7r) = — cos x para todo x.
Demostraciéon.- Por las férmulas de adicién se tiene
sen (x + 7T) = sen x cos 7T + cos X sen 71 = — sen x

Por otro lado se tiene
cos(x 4 7T) = COS X COS 7T — Sen X Sen 7T = — COS X

4. Demostrar que sen 3x = 3sen x — 4 sen® x y cos 3x = cos x — 4 sen? x cos x para todo real x. Demostrar
también que cos 3x = 4 cos® x — 3 cos x.

Demostracion.- Por la férmula de adicion y la identidad Pitagoérica se tiene,
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sen3x = sen(2x+ x)

2

2sen x cos

3
3

2senx — 2sen

= 3senx —3sen’x

Luego,

COS 2Xx COS X — sen 2x sen x

(1 —2sen? x) cos x — 2sen® x cos x
cos x — 2 sen? x cos x — 2 sen® x cos X
cos x —4sen? x cos x

cos x — 4(1 — cos? x) cos x

= cosx —4cosx +4cos®x

= 4cosx —3cosx

cos3x =

5. (a) Demostrar que sen %71 = %, Ccos %n = %\/g

Demostracién.- Por el anterior problema se tiene

seng = sen <3-E) :3senzf4sen —

6

7T .
luego ya que sen 5= 1 se tiene,

SSen% — 4gen’® G

se sigue,

sen 2x cos x + cos x 4 cos 2x sen x

(sen x cos x + cos x sen x) cos x + sen x(1 — sen? x)
X +senx — sen
2sen x(1 — sen? x) + sen x — sen
X +senx — sen

3x

3x

3 x

Se demuestra la segunda proposiciéon

Se demuestra la tercera proposicién

37T
6 6

T T 1
— =1 — sen— = —.

6 2

s T 7'( T
COS — = COS (3-— = 4cos® = *3COS*)

2 6

por lo tanto

T s T
4cos3g—3cos—:0 = COos— =

6

1
11
f\@,cosgn = 3.

(b) Demostrar que %7-[ =3

6 6

V3
6 2

Demostracién.- Se usa la parte (a) y la correlacion del teorema 2.3, parte d,

7T 7T 7T
Ccos (*‘FX) = —senx — CO0S— = —sen (—*)

2 6

similarmente,

&

7T
— sen - = —.

3 3 2

sen(z+x) = COS X — senz—cos (—E) —COSE — COS7‘(3—1
2 o 6 o 3 T2
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(c) Demostrar que sen 37T = cos ;7T = 3/2.

Demostracion.- Primeramente se tiene

1 :seng = sen (2~E) :2senzcosz.

4 4 3
Luego
0 = cos — = cos (2-—) =1—2sen® =
se sigue
1 2
1 ZSenzg =0 = seHZ% =3 - seng = %
entonces,
T T T T V2
2 — —=1 2 —=1 - =
sen - cos - fcos4 - cos >
por lo tanto
sen = Y2
4 2

6. Demostrar que tan(x — y) = (tanx — tany)/(1 4 tanx tany) para todo par de valores x, y tales que
tan x tany # —1. Obtener las correspondientes férmulas para tan(x + y) y cot(x + y).

Demostracién.- Por definicién de tangente primeramente se tiene que,

tan(x_y)zsen(x—y) _ Senxcosy — senxcosy

cos(x —y) ~ cosxcosy-+senxseny

Sen X cos i — Seny cos x
cosx cosy(1 + tanx tany)

tanx — tany
1+tanx

Luego probemos tan(x + y) para encontrar una férmula de la siguiente manera,

sen(x +y) sen x cosy + sen x cosy
t pr— =
an(x +y) cos(x +v) COS X COS Y — sen x seny

sen x cosy + seny cosx
cosxcosy(l — tan x tany)

_ tanx+tany
~ 1—tanx
Por dltimo probemos para la férmula cotagente,
cot(x+y) = cos(x +y) _ cosxcosy+senxseny
sen(x +y) Sen X oSy — Sen x cos Y

sen x sen y(cotx cot —1)
sen x cosy + seny cos x)

cotx +coty —1
cotx + coty
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7. Hallar dos nimeros A y B tales que 3sen(x + %71?) = Asenx + B cos x para todo x.

Respuesta.-

3 n(x—i—z) = 3( nx E—i— nE x)
se 3 = sen x cos 3 se 3 cos

= 3 1senxﬁcosx
o 2 2

3v3

3
= Esenx+Tcosx.

Por lo tanto

8. Demostrar que si C y & son ntimeros reales dados, existen dos ntimeros reales A y B tal es que C
sen(x —a) = Asenx + bcos x para todo x.

Respuesta.- Para Cy « € R entonces,

Csen(x+a) = C(senxcosa + senacosx)
= (Ccosa)senx+ (Csena)cosx

Ya que sen y cos esté definida para todo « € R, tenemos C cosa Csena € R. Por lo tanto, los ntimeros
que requerimos seran:

A =Ccosua, B = Csenu

9. Demostrar que si A y B son nimeros reales dados, existen dos nimeros C y a siendo C > 0 tales que
la férmula del ejercicio 8 es vélida.

Respuesta.- Sea
C=+VA2+B?
de donde es verdad que

Al < |Va2+ B

y por lo tanto

. A
Pero si cosa = C entonces,

139



2.8. Ejercicios Chapter 2. Algunas aplicaciones de la integracion

10.

11.

2 2
cosza:A— = 1-sen’a = A
c? A? + B2
) _ AZ B BZ
== sen‘a = 1= = oo
= seng = B
- C
en consecuencia,
Csen(x+a) = Csenxcosa+ Csenacosx
= (A2+B2)1/273enx+(A2+B2)1/27B CoSs X
(A2 + B2)1/2 (A2 + B2)1/2
= Asenx+ Bcosx
Determinar C y &, siendo C > 0, tales que Csen(x + &) = —2senx — 2 cos x para todo x.
Respuesta.- Por el anterior ejercicio tenemos que
Asenx + Bcosx = Csen(x + a)
para
C=+VA2+ B2 senoc—$ cosoc—L
= 24 T (AZ1 B2’ T (AZ1 B2)1/2
Luego ya que tenemos A = B = —2, entonces
1/2
C=[(-22+ (27| " =2v2
Y
2 5m
seny = cos = ——— =

Demostrar que si A y B son ntimeros reales dados, existen dos ntimeros C y « siendo C > 0 tales que
Ccos(x+a) = Asenx + Bcosx. Determinar Cyasi A =B = 1.

Demostracion.- Por el problema 9, sabemos que para A, B € R, existe D, 8 € R tal que

Dsen(x+p) = Asenx+ Bcosx
s T
Dsen{i—t—x—l-(ﬁ—iﬂ = Asenx+ Bcosx
s
Dcos[x—i—(ﬁ—i)} = Asenx+ Bcosx
entonces,
C=D, a:ﬁ—g.
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Por lo tanto, C y « existe si C cos(x ) = Asenx + Bcosx. Luego, si A = B =1, entonces C = V2 y

+
2
a:ﬁ—gdondesenﬁ:cosﬁ:%:>ﬁ=g-ASi,

C=72, a:—g.

12. Hallar todos los ntimeros reales x tales que sen x = cos x.

Respuesta.- Sea senx = cos x entonces

cosx —senx = 0
cos?x —2senxcosx = 0
sen2x = sen®x + cos? x

sen2x = 1

7T

2x = —+42nm
2
T
X =7 +nm paran € Z

13. Hallar todos los ntimeros reales tales que sen x — cos x = 1.

Respuesta.- Por el ejercicio 9 sabemos que existe C, & tal que
Asenx + Bcosx = Csen(x + «),
para cualquier A, B € R. También sabemos que,

A B
(A2 1+ B2)1/2 (A2 1+ B2)1/2

C=(A2+B%)"2, sena=

Asi, en este caso tenemos A = 1, B = 1y calculando,

2 2
C:\fZ, cosoc:—g,senoc:—Tzwx:g
luego sabiendo que sen x — cos x = 1 entonces,
ﬁsen(x—g) = 1
sen(x- 1) = V2
4 2
x—E = x—z+2nnox—z—4—n+2n7c
4 4 4 4
T
X = —H42ntox=mn+2nn

2

14. Demostrar que las identidades siguientes son vélidas para todos los pares x e y:
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(@) 2senxcosy = cos(x —y) + cos(x + y).

Demostracién.- Usando la férmula para el coseno de una suma y de una diferencia, se sigue,

2COSXCOSY = COSXCOSY + COSXCOSY
= COSXCOosy+senxseny -+ COSXCOSly — senxseny
= cos(x —y)+cos(x +y)

(b) 2senxseny = cos(x —y) — cos(x +y).

Demostracién.- Similar al anterior ejercicios tenemos,

2senxseny = senxseny-senxseny
= cosxcosy+senxseny — (COSXcCosy — senxseny)
= cos(x —y) —cos(x +y)

() 2senxcosy = sen(x —y) +sen(x +y).

Demostracién.- Usando la férmula del seno de una suma y diferencia:

2senxcosy = SsSenxcosy -+ senxcosy
Sen X cosy — seny cosXx + senx cosy + seny cosx
sen(x —y) +sen(x +y)

15. Si h # 0, demostrar que las identidades siguientes son vélidas para todo x:

sen(x +h) —senx  sen(h/2) h
A = Th2 cos x—i—i

cos(x+h) —cosx _ sen(h/2) h
7 = W2 cos x—i—i

Estas férmulas se utilizan en cdlculo diferencial.
Demostracion.- Usando el seno y coseno para la suma y diferencia, se sigue,

sen(x +h) —senx
h

NI
|
Nl=
~—

sen(x+ &+ 1) —sen(x +
h

sen(x + %) COS(%) + sen(%) cos(x + %) —sen(x + %) cos(%) + sen(%) cos(x + %)
h

= 723en% Ccos x+E
N h 2

_ sen% x—i—ﬁ
= 2 Ccos >
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16.

17.

cos(x + h) — cos x

h
~ cos(x+ A+ 4y —cos(x+ 41
N h
~ cos(x+ ) cos(t) —sen(x + #)sen(%) — cos(x + ) cos(4) —sen(x + %) sen(%)
N h
_ 2sen(x+ %)sen(%)
N h
_ sen(4) h
= TTha sen (x + 2)

Demostrar si son o no ciertas las siguientes afirmaciones.

(a) Para todo x # 0 se tiene sen2x # 2sen x.

Demostracion.- Sea x = 7, entonces sen2x = sen27m = 0, y 2senx = 2sen7t = 0. Luego
por hipétesis x # 0, pero sen2x = 2sen x, por lo tanto este proposicién es falsa.

(b) Para cualquier x, existe un y tal que cos(x + y) = cos x + cosy.

Demostracion.- Sea x = 0, entonces cos(x 4+ y) = cosy, pero cosx + cosy = 1+ cosy. Por lo
tanto la proposicién es falsa.

(c) Existe un x tal que sen(x +y) = senx + seny para todo y.

Demostracién.- Sea x = 0, entonces sen(x +y) = seny, para todo y, y x + seny = seny para
todo y. Y por lo tanto la proposicién es verdadera.

(d) Existe uny # 0 tal que foy senx dx = seny.

T r, T T
Demostracion.- Sea y = 5 entonces / i2senx dx =1 — cos 5= 1y sen 5= 1. Por lo tanto la
0

proposicién es verdadera.

Calcular la integral | Hb sen x dx para cada uno de los siguientes valores de a y b. En cada caso inter-
pretar el resultado geométricamente en funcién del area.

@ a=0,b=rm/6.

"1/ 6
Respuesta.- / senx dx =1—cos(rt/6) =1—/3/2.
0

(b) a=0,b=rm/4
/4
Respuesta.- / senxdx =1—cos(rt/4) =1—2/2.
JO

143
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(c) a=0,b=m/3.

/3 1 1
Respuesta.- / senx dx =1—cos(/3)=1-— 3= 75
0

(d) a=0b=m/2

/2
Respuesta.- / senx dx =1—cos(rt/2) = 1.
0

() a=0,b=r.

T
Respuesta.- / senxdx =1—cos(m)=1—(—1)=2.
0

(f) a=0,b=2m.

27
Respuesta.- / senxdx =1—cos(2mr) =1-1=0.
0

g a=-1b=1

1
Respuesta.- / senx dx = —[cos(1) — cos(—1)] = 0.
-1

(h) a=—-m/6,b=rm/4.

Respuesta.- /ﬂ/:/é senx dx = —[cos(7r/4) — cos(—7/6)] = — (? - ?) = @
18. /On(x—i-senx) dx = x; :+1—(cosn) = %2—1-1—(—1) = %24-2.
19. /On/z(x2+cosx) dx = %3 :/2+sen (g) - (72;)3 +1= ;—: +1
20. /On/z(senx —cosx)dx=1-cos (g) —sen (%) =1-0-1=0.

/2
21. / | senx — cos x| dx
Jo

Respuesta.- Ya que cosx —senx > 0 esta definida por (0,F) y cosx —senx < 0 esta dado por
(%, %] tenemos,
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/2 /4 /2
/ |senx —cosx|dx = / (cosx —senx) dx + (senx — cos x) dx
0 0 /4

VI VI V2 V2
R I TR S N
= 2V2-2

1

- t dx.
2—Fcos X

T
23. /
0

27

3 (1 T (1
dt = / (+cost) dt—l—/ <+Cost> dt
0 2 2 2

2 21
- Tldt+/T (t)dt—/ nldt—i—/n (t) dt
= 0 > 0 COS . > 27n_COS

3

— +cost

Tl
I 2

I e £ 1 s
= | +sen(t)] —=| = dt—sen(t)
0 0 2|22 e
3 3
= E-l—sen oy _ (2 sen 71 — sen 2
3 3 2 6 3
= %+\/§

1

E—l-cost dxsi0<x <.

x
24. /
-7

Respuesta.- Primero queremos determinar % + cost para t positivo y en otro caso negativo, por lo

tanto,
1 . 2 21
= t si nm<xyx<-—o0—<x<r11
2Jrc:os <X < 3 3 =X=
1
"|‘COSt = 1 2 2
2 . T 7T
—| = t si —<x< —
(2+cos> 3 SY¥s 3

. . 27
Ahora consideremos dos casos. Si0 < x < = entonces
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T

+ cost

3
= (55 fren () e
b Jrenssen (<22

= %+\f3+g+senx

En otro caso, si ZT" < x < 7, entonces,

Y1
L.l

+ cost

= —+2\/§—f—senx

2 X6 _ 43
25. / (t* +sent) dx = 7 cos(x?) + cos x.
X
n/2 1 32 1
26. / sen2x dx = f/ senx dx = —=(cos T —cos0) =
0 2 Jo2 2
/3 z !
- .z
27. / cosfdx—Z/i2cosxdx:2(sen%—sen0):1.
0 7

28. Demostrar las siguientes férmulas de integracién, vélidas para b # 0.

dt = /83( +cost> dt—l—/ ( —l—cost> dt

_2n X
= —/ ’ 1-l-cosl‘ dt+/ 1—f—cost dx—/ 1—|—c:osif dx
2 \2 2z \2

X
/ cos(a+ bt) dt = % [sen(a + bx) + sena],
0

/0 sen(a -+ bf) df = — |

Demostracion.- Usando la formula de adicién tenemos,
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X X
/ cos(a+bt)dt = / [sena cos(bt) + sen(bt) cosa] dt
0 0

bx bx
= @/ costdt—sena/ sen t dt b#0
b Jo b Jo

1
=3 [cosasen(bx) — sena + sena cos(bx)]

= % [sen(a + bx) — sena]

Similar a la anterior demostracién tenemos,

X X
/ sen(a +bt) dt = / [sena cos(bt) + sen(bt) cosa] dt
0 0

bx bx
= sena/ costdt—cosa/ sent dt b#0
b Jo b Jo

= selrjw sen(bx) +

cosa

(1 —cos(bx))

= % [senasen(bx) + cosa — cosa cos(bx)]

= —% [cos(a + bx) — cos a]

29. (a) Hacer uso de la identidad sen 3t = 3sent — 4 sen® t para deducir la férmula de integracién

Y ond 2 1 2
/ sen” tdt = =~ — ~(2sen” x) cos x.
0 3 3
3 3 1
Respuesta.- sen® = 1-1 sent — 1 sen(3t)
“sendt d HE Lsen(at)| d
./O sen’tdx = ./o [4sent—4sen( t)} t

1 /> J
(1—cosx)—E/0 sent dt

cosx — i + lcos3x
12 12

1
cos X + E (cosx — 4 sen® x cos x)

COS X — E Sel’l2 X COS X

WIN WIN WIN =~ W >~ W
W= WIN W =W

(2+ sen? X) cos x
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(b) Deducir la identidad cos 3t = 4 cos® t — 3 cost y utilizdndola para demostrar que
T3 1 2
/ cos’ t dt = §(2+cos X) sen x
0

Respuesta.- cos3x = 4 cos? —3 cos x

X X
/ cos®tdt = / [cos(3t) + 3 cost] dt
0 0

L 3t) d : d
= - cos(3t t+/ cost dt
3 [ cosarar+ |

Lo dt+2 [ costd
= E./o xcost H_Z/o cost dt

1 3
= Esen(Bt) dt + g senx
1 3
= E(Bsenxfélsen?’x) + g senx

1 3
= senxg sen- x

1
= senxz sen? x sen x

1
= senx — gsenzxsenx
— = (1 — cos? x)} sen x

= %—F}coszx sen x
o 3 3

1

3

(2+ cos? x) sen x

30. Siuna funcién f es peridédica p > 0 e integrable en [0, p], demostrar que fOZP f(x) dx = f;“’ f(x) dx
para todo a.

Demostracién.- Sabemos que existe un tnico n € Z tal que

<n+1 = np<a<np+p<at+p = np<a<(n+lp<a+p

Entonces, empezamos dividiendo la integral en dos partes
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./L;pr(x) dx

(n+1)p—np

J

—np

/Opf(x) dx

31. (@) Demostrar que foh sennx dx = fozn cos nx dx

Demostracion.-
27
/ sennx dx
0

27mn
/ senx dx
0
1
- [cos(27r - 1) — cos O]

1
—(0-0)

0

f(x+mnp) dx—i—/(

/apnpf(x) dx + /Oﬂ_npf(x) d

(n+1)p a+p
/a F(x) dx + ./(Hl)pf(x) dx

a+p—(n+1)p
flx+ (n+1)p) dx
n+1)p—(n+1)p

X periodicidad de p

0<a—np<p

= 0 para todos los enteros n # 0.

27T
/ cosnx dx
0

27T-n
/ cosx dx
0

% [sen(27r - n) — sen0]

1

(1-1)

3

o

(b) Usando la parte (a) y las férmulas de adicién para seno y coseno, establecer las siguientes férmu-

las, validas para los enteros m y n, tales que m?

271 27T
/ sennx cos mx dx = / sennxsenmx dx = /
0 0 0

/-271’
0

# n?;
27
cosnxcosmx dx =0,

27
sen? nx dx:/ cos?nx dx = 7, sin#0
0

Estas férmulas son las relaciones de ortogonalidad para el seno y el coseno.

Demostracion.-

1 r2m

27
d
/0 sen(nx) cos(mx) dx >

0

2sen(nx) cos(mx) dx

% /027[ [sen(n + m)x — sen(n — m)x| dx

1 27t (n+m) 1 27t (n—m)
= 7/ senxdx—i/ senx dx
2(n+m) Jo 2(n—m) Jo
=0
32. A partir de la identidad
2sen g coskx = sen(2k + 1)% —sen(2k — 1)%
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y de las propiedades telescépicas de las sumas finitas demostrar que si x # 2m (m entero) se tiene

n 1 1

sen>nxcoss(n—+1)x
E coskx = 2 12( )
= sen ;X

Demostracién.- Haciendo k =1,2,...,n y sumando esas igualdades, se obtiene que

2sen > i coskx = i [sen(Zk + 1)E — sen(2k — 1)5}
2 k=1 k=1 2 2

Luego por la propiedad telescopica de las sumas finitas, se tiene,
T & x
2sen — E coskx = sen {(Zn + 1)7} —sen(0+1)
2 5 2

N =R

luego,

icoskx _ sen [(2n+1)5] —sen3
X
= 2sen 5
_ 2sen (2n+12)5_5 cos (2n+12)7+§
2sen 5
_ sen It cos ("El)x
sen 5
33. Si x # 2m7t (m un entero), probar que
i seny = 8 Inxsend(n+1)x
k=1 sen %X
Demostracion.- Recordemos que
x x x
—2sen —sen(kx) = cos (f kx) — cos (f — kx)
2 (k) 2 + 2

= cos {(Zk—l— 1)%} — Cos [(1 - Zk)%}

= cos [(2k+ 1)%} — cos [(2k - 1)%}

Luego, aplicando la propiedad telescépica de las sumas finitas, y la primera parte del teorema 4 se
tiene,
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n

Y senkx
k=1

cos [(n + %)} —cos 5

X
—2sen 5

cos(nx) cos 3 — sen(mx) sen 3 — cos 5

X
—2sen 5

cos 5 (cos(nx) — 1) — sen(nx) sen 5

X
—2sen 7

X 2 nx ns nx X
—2cos 5 sen” 5+ —2sen 3 oS ‘5 sen 5

X
—2sen 5

nx X nx nx
sen % (cos § sen 5 + cos % sen x2)

X
2sen§

nx (n+1)x
sen 5 sen I —

X
Zsenj

34. Se hace referencia a la figura 2.7. Por comparacién del drea del tridngulo OAP con la del sector circular
OAP, demostrar que senx < xsi0 < x < %7{. Usando entonces el hecho de que sen(—x) = —senx,

demostrar que |senx| < [x|si0 < |x| < i

Demostracion.- Considere la siguiente figura

3
I
—~
i)

N
oy

—
=)
— B
[S]
\OH

Asumiendo que el radio es ¥ = 1. Para 0 < x < 5 tenemos el triangulo OAP; de tamafno de base a = 1
y altura b = sen x, es decir,

Area(OAP;) = Eab =

1 sen x

Luego el area del sector circular OAP; es

Area(OAP;) = =l

27T 2

Ya que el drea del tridngulo OAP; es menor al drea del sector OAP; tenemos,

dado que sen(—x)

para 0 < [x| < 7.

sen x

2

X
E — senx < x

—senx para 0 < x < 7 entonces

senx < Xx

—

—senx > —x = |senx| < |x|
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2.10. laintegral para el drea en coordenadas polares Chapter 2. Algunas aplicaciones de la integracién

2.10 laintegral para el drea en coordenadas polares

Sea R el conjunto radial de una funcién no negativa f en un intervalo [a,], donde 0 < b —a < 271, y se
asume que R es medible. Si f? es integrable en [a, b] el drea de R esta dado por la integral

:%/abﬂ(e) o

Demostracion.- Elegimos dos funciones escalonadas s y t que satisface

0<s(6) < £(0) < £(0)

Para todo 6 en [a,b], y denotamos S y T sus conjuntos radiales, respectivamente. Ya que s < f < ten
[a,b], los conjuntos radiales satisfacen la relacion de inclusién S C R C T. Por lo tanto, por la propiedad
mondtona del area, tenemos a(S) < a(R) < a(T). Pero S y T son conjuntos radiales de la funcién

1 g
escalonada, asf a( =3 / )d0ya(T) = 5 / t2(6) d6. Entonces tenemos la inecuacion
Ja

b b
/52(6) d9§2a(R)§/ £2(0) do

para todo funcién escalonada s y t que satisface s < f < t en [4,b]. Donde s? y t? son funciones
escalonadas arbitrarias que satisfacen s> < f2 < t? en [a,b], se sigue f? es integrable, y tenemos

/ f2(6) df. Esto prueba el teorema.

2.11 Ejercicios

En cada uno de los ejercicios 1 al 4, demostrar que el conjunto de puntos cuyas coordenadas rectangulares
(x,y) satisfacen la ecuacion cartesiana dada, es igual al conjunto de todos los puntos cuyas coordenadas
polares (r,0) satisfacen la correspondiente ecuacién polar.

1 (x—1)2+y>=1; r=2cosb, cosh.

Respuesta.- Sea x = rcos 0 y y = r sen  entonces

(x—1)2+y>=1 = (rcos® —1)% +r2sen’f =1
— 12c0s?0 —2rcosf+1+r’sen’f =1
— r?(cos? 0 + sen? §) — 2r cos = 0
- r=2cosf

Donde cos € > 0 entonces r > 0.

2. 2+ y2—x=/x2+y% r=1+cosb.

Respuesta.- Sea x = rcos y y = rsen  entonces

2ty —x=x2+y2 = r?cos?0+r’sen’d = +/r2cos?f+r2sen?d
= 12 —rcosf = r
- 1+cosf = r.
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3. (> +y2)? =x*—y? y* <x% r=1+/cos26, cos260 >0

Respuesta.- Sea x = rcosf y y = rsen 8 entonces

(> +12)? =x*—y> = (r*cos’f+r*sen’0)? = r?cos’f—r’sen’f
= = 1r2cos(20)
- > = r?cos(20)
= ro= cos(20)

Ya que cos?0 — r% sen? 6.

4. (P +y?) = x> —y*; r=+/]cos26|

Respuesta.- Sea x = rcos 0 y y = r sen 6 entonces

(2 +y?) =[x~y = (r?cos’0+r’sen?0)?> = |r?cos?6 —r?sen’ 0
= r* = 12|cos(26)
= 1> = |cos(20)|
= = /| cos(20)|.

En cada uno de los ejercicios del 5 al 15, trazar la grafica de f en coordenadas polares y calcular el 4rea
del conjunto radial de f sobre el intervalo especificado. Se supondra que cada conjunto es medible.

5. Espiral de Arquimedes: () =60, 0<6 <2m.

Respuesta.-

1/27192019_1. 973271 _1 (27r)3_47r3
2 Jo 2 3 2 o

0

6. Circunferencia tangente al eje y: f(0) =2cos0, —m/2<6<m/2.
Respuesta.-
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/2
1/ 4cos?0 do
2 —7/2

7. Dos circunferencias tangentes al eje y: f(6) =2|cos6|, 0<6 <2m.

Respuesta.-

27T 27 27 27
1/ scotodo=2 [ (HC"S(ZQU a0=2 [ 1d9+2/ cos(20) d6 = 27 + 0 = 271
2 Jo 0 2 0o 2 0

8. Circunferencia tangente al eje x: f(6) =4senf, 0<6 <.

Respuesta.-

1 T 1
7/ 16sen? 0 d9:8/ sen?6 do =8 E—fsen2n =4
2 Jo 0 2 4
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9. Dos circunferencias tangentes al eje x: f(0) = 4|senf|, 0<6 < 2m.

Respuesta.-

1 /7 Tt 2 1
f/ 16sen29d9:8/ sen?f df =8 —n—fsen27t =8
2 Jo 0 2 4

10. Pétalo de rosa: f(6) =sen26, 0<0 < /2.

Respuesta.-

4n 5
3 3

31
2

1 2z, 1 jzm/2 (20 1[n 1 T
E/o sen”(20) df = 22 ), M <2> de = 1 {2 + 4sen(27‘c)] =3

Se aplico el teorema 1.19 (dilatacién o contraccién del intervalo de integracién) y la nota 2.4 respecti-
vamente.
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11. Rosa de cuatro hojas: f(0) = |sen26|, 0 <6 < 2.

Respuesta.-

N =

12. Ocho aplastado: f(8) = /|cosf|, 0<6 <2m.

Respuesta.-

T

1 27 2 1({ /% ¥ 27
E/0 (w/cos(9|> g = 2(/0 Cos()d(?—/g C059d9+/32n CosGdG)

- ! T St _ nZ +sen2mw — n3—n
= 5 |seng sen —- —sen o se sen —

1
= ;041414041
=2

Esto por la nota 2.2. y por hecho de que

+ si OSXSE
2
T 37
pu— —_— 1 —_— <7
| cos 6| si 5 <x<-
3
+ si 77T<x§27'c
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13. Trébol de cuatro hojas: f(6) = /| cos20|, 0 <6 <2m.

Respuesta.-

2 2 1 22
5 0”( |cos(29)|) 0 = — [o5

20
cos > ‘ do

1( /% ¥ 2
= = / COSQdG*/ c059d9+/ cos 6 do
4\ Jo 3 ¥

7T

S 77” 4
+ / cos@d@—/5 cos9d9—|—/7 cos O doé
2 = o

o1

T

= 1senz— senS—ﬂ—senE —|—ser1271—sen3—n
4 2 2 2 2

+ n5—7r— n27m — n7—n— r15—7r +sen4rm — n7—n
se2 se se2 se2 se se2

(1+14+1+0+1+1+14+1+0+1)

N

14. Cardioide: f(6) =1+cosf, 0<6 <2m.
Respuesta.-
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Chapter 2. Algunas aplicaciones de la integracién

1 r2r )
= 1
2/0 (14 cos )~ do

15. Caracol: f(0) =2+ cosf, 0<6<2m.

Respuesta.-

1 27 ’
5/0 (1+2cos9+cos 9) de

1 2 1
5 (27T+25en27r+ > + 1 sen47r>

3

2

2
1/ (2 + cos6)? do
2 Jo

27T
/ (4+4cos€ + cos? 6) do
0

2 1
<8n +4sen2m + 77{ + 1 sen47r>

N =

O

T
2

2.12 Aplicacién de la integracién al calculo de voltiimenes

1. Propiedad de no negatividad. Para cada conjunto S de .« se tiene v(S) > 0.
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2. Aditividad. Si Sy T pertenecen a «/,SUT y SN T también pertenecen a <7, y se tiene v(SUT) =
v(S)+o(T)—v(SNT.)

3. Propiedad de la diferencia. Si S y T pertenecen a <7, siendo S C T, T — S pertenece a &/ y se tiene
o(T—S) =v(T) —v(S).

Ya que v(T — S) > 0, implica también la siguiente propiedad monénota:

v(S) <v(T), paralosconjuntosSyTen o conS C T.

4. Principio de Cavalieri. Si S y T son dos s6lidos de Cavalieri pertenecientes a <7 tales que a(SNF) <
a(T N F) para todo plano F perpendicular a una recta dada, entonces v(S) < v(T).

5. Eleccién de escala. Toda caja B pertenece a .«7. Si los lados o aristas de B tienen longitudes a,b y c, se
tiene que v(B) = abc.

6. Todo conjunto convexo pertenece a .27

Sea R un sélido de Cavalieri de &/ cuya funcion édrea seccional ag, sea integrable en un intervalo [a,b] y
nula fuera del mismo. En tales condiciones el volumen de R es igual a la integral del drea seccional:

v(R) = /ﬂb ag(u) du

Demostracién.- Elijamos funciones escalonadas s y f tales que s < ag < t en [a,b] y definamos s y ¢
como nulas fuera de [4, b]. Para cada subintervalo de [, b] en el que s sea constante, podemos imaginar
un sélido cilindrico construido de modo que su drea seccional en este subintervalo tenga el mismo valor
constante que s. La reunién de esos cilindros sobre los intervalos en los que s es constante es un sélido
S cuyo volumen v(S) es, por la aditividad, igual a la integral | : s(u) du. Del mismo modo, existe un

solido T, una reunion de cilindros, cuyo volumen v(T) = fab t(u) du. Pero ag(u) = s(u) < t(u) = a,(u)

para todo u de [a,b], de modo que el principio de Cavalieri implica que v(S) < v(R) < v(T). En otras
palabras, v(R) satisface las desigualdades,

/ﬂbs(u) du <ov(R) < /ab t(u) du.

para todas las funciones escalonadas s y t que satisfacen s < ag < t en [a, b]. Puesto que ag es integrable
en [a,b], resulta que v(R) = fab as(u) du. [ ]

2.13 Ejercicios

1. Usa la integracién para calculular el volumen de un cono circular recto engendrado haciendo girar
alrededor del eje x la grafica de la funcién f dada por f(x) = xc en el intervalo 0 < x < b. Demostrar
que el resultado es el producto de un tercio del drea de la base por la altura del cono.

Demostraciéon.- Primero podemos ver que el drea de un seccién transversal de este sélido de rev-
olucién es 7tc?x?. Asi, usando la ecuacién del volumen de un s6lido de Cavalieri tenemos,
b 3P 3
x b
v(R) = / n?x? dx = nc*=-| = nc®—
0 3 1o 3

159



2.13. Ejercicios Chapter 2. Algunas aplicaciones de la integraciéon

Dado que el drea de la base es 71(cb)?, y en vista de que cb es el alto de f(x) = cx a x = b para luego
girar alrededor del eje x, entonces tenemos

_1 Y
V—ga(B)h—nc 3

En cada uno de los ejercicios del 2 al 7, calcular el volumen del sélido engendrado al girar el conjunto
de ordenadas de la funcién f sobre el intervalo indicado. Dibujar cada uno de los conjuntos de orde-
nadas.

2. f(x) =yx 0<x<1.
Respuesta.-

f(x)

Entonces calculando el volumen del sélido se tiene,

21

1 ) 1 X
V:/nﬁ dx:/nxdx:n—
0 0 2

0

E
o

3. f(x) =x/4 0<x<1.

Respuesta.-

f(x)

Luego calculamos el volumen del sélido de revolucién.

3/2 (1
V= /1 (/42 = /1 /2 — n2x / _2r
0 0 3 1y 3
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4. f(x) =22, —-1<x<2

Respuesta.-

Luego calculamos el volumen del sélido de revolucién.

2 2 52 33
V:/ nxzzdx:/ it dy =g | =28
-1 -1

5. f(x) =senx, 0<x<pi.

Respuesta.-

<+
A,
®

Calculamos el volumen del sélido de revolucion.

& o T
V:/ nsenzxdx:—/ [1—cos(2x)]dx=—-m=—.
0 2 Jo 2

6. f(x) =cosx, 0<x<rm/2.

Respuesta.-

f(x) = cosx
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Calculamos el volumen del sélido de revolucion.

/2 /2 2
V:/ :ncoszxdng/ [1—cos(2x)] dx = &
0 0

7. f(x) =senx+cosx, 0<x <.

Respuesta.-

f(x) =senx+cosx

1 L4

Calculamos el volumen del sélido de revolucion.

V = [/ m(senx + cosx)?dx
= ([, sen’xdx+ [, 2senxcosx + [, cos®x dx)

(o)
= 72

En cada uno de los ejercicios 8 al 11, dibujar la region entre las gréficas de f y gy calcular el volumen
del sélido obtenido al girar dicha region alrededor del eje x.

8. f(x)=+vx, g(x)=1, 0<x<1.
Respuesta.-

f(x)

f(x) = Vx

| ¢
X
I

1

Luego calculamos el volumen del sélido de revolucién de la siguiente manera,
1

1
B S MY LU PR U
V—n/o(l Vx7) dx 7'[/0(1 x)dx =7t 5 =3
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. Hjercicios

0<x<1.

9. f(x) = VX, glx) =,
Respuesta.-

f(x)

Luego calculamos el volumen del sélido de revolucién de la siguiente manera,

V:n/()l(ﬁ—xzz)dx:n/() ! 1)

1 _ 3m

=0

(x—x4)dx—n<2 z

10. f(x) =senx, g(x)=cosx, 0<x<r/4

Respuesta.-

f(x)

f(x) =senx

| ¢
X
I

1

Luego calculamos el volumen del sélido de revolucién de la siguiente manera,

/4
V= n/ (cos? 2
0

/4 T [7/2 T
X — sen x)dx:n/ cos(2x)dx:—/ cosx dx = —
0 2 Jo 2

1. f(x) =vV4—22, g(x)=1, 0<x<V3

Respuesta.-
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12.

13.

14.

Luego calculamos el volumen del sélido de revolucién de la siguiente manera,

V3 V3 V3
V:n/o (4—x2—1)dx:37'(/0 dx—r(/o x? dx = 37V3 — V3 = 2V/3.

Dibujar el gréafico de f(x) = /xy g(x) = x/2 sobre el intervalo [0,2]. Encuentre un ntimero ¢,
1 < t < 2, de modo que la region entre los graficos de f y g sobre el intervalo [0, t] gira alrededor del
eje x, engendra un sélido de revolucién cuyo volumen es igual a 7tt3/3.

Respuesta.- El volumen del sélido de revolucién generado por la regién entre los graficos f y g

en el intervalo [0, {] es,
t x2 p
V=nmn /0 (x — 4) x

2 /t x2 PN B 22| ! B 2 8
—_—= X — — x —_—=— =
3 0 4 3 2

6
E_F_ VL oup_e2 O
3 2 12 F=ort f=5

x3

12

0 0

(Qué volumen de material se quita de una esfera de radio 2r cuando se atraviesa con un taladro,
formando un agujero centrado de radio 7.

Respuesta.- Primero, el volumen de una esfera de radio 2 es dado por,

Vs = %n(27)3 = 33—2711’3

entonces, el volumen de una esfera con un agujero centrado es el volumen del sélido de revolucién
generado por la regién entre

f(x)=V4r2—x2 y g(x)=r para — /3r hasta V/3r.

Denotemos en volumen por Vr de donde tenemos,

Vr = n{f\/%r(élrzxzrz)dx]

T {f_‘(%r@rz —x?) dx]

4+/3 73

Por lo tanto, el volumen de material que se quita de una esfera cuando se atraviesa con un taladro es,

32
VS —Vr= gnrz.

Un servilletero se obtiene practicando un agujero cilindrico en una esfera de modo que el eje de aquél
pase por el centro de ésta. Si la longitud del agujero es 2k, demostrar que el volumen del servilletero
es rtah’3, siendo a un ndmero racional.
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15.

16.

Demostracion.- Sea s el radio de la esfera y r¢ el radio del agujero cilindrico. Entonces el volumen
del anillo es el volumen del sélido de revolucién formado al rotacién el drea entre las funciones

f)=yri—x* gx)=r, —h<x<h

sobre el eje x. Dado que la longitud del agujero es 2, sabemos que f (k) = g(h); por lo tanto r2 — h? =

12 = 12 —r2 = h%. Asi se tiene,

h 2 h x3 h 4
V:n/h ( rg—xz) — 2 dx:n/h(rg—rf—xz) dx:nhz(Zh)—ng :§7Th3:7mh3
- - —h

Un soélido tiene una base circular de radio 2. Cada seccién producida por un plano perpendicular a
un didmetro fijo es un tridngulo equildtero. Calcular el volumen del sélido.

Demostraciéon.- Podemos describir la mitad superior de la base circular del s6lido mediante la ecuacién

flx) = Va2

de donde, la longitud de la base de cualquier seccién transversal triangular equilétera es,

2V4—x2 —2<x<2
Como estos son triangulos equilateros, con lado de longitud 2v/4 — x2, el 4rea es dada por
a(x) = V3(4 — x?)
Por lo tanto, calculando el volumen se tiene,
V = V3(4—x%)dx

2

)

3

= 3@(4)@("

3

1
_ 16ﬁ—§¢é

3243
3

las secciones transversales de un sélido son cuadrados perpendiculares al eje x con sus centros en el
eje. Si el cuadrado cortado en x tiene arista 2x2, encuentra el volumen del s6lido entre x =0y x = a.
Haz un dibujo. El 4rea de las secciones transversales son dados por,

Alx) = (26%)? = 4o

Asi, el volumen del sélido para 0 < x < a sera,

a 4
V:/ 4x* dx = ~dd.
0 5
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17. Hallar el volumen de un sélido cuya seccién transversal, por un plano perpendicular al eje x tiene de
drea ax? + bx + c para x del intervalo 0 < x < h. Expresar el volumen en términos de dreas By, M y
By de la seccién transversal correspondiente a x = 0, x = h/2y x = h, respectivamente.. La férmula
que resulta se conoce como férmula del prismatoide.

Respuesta.- Ya que el 4rea de la seccién transversal en x esta dada por ax? + bx + ¢, tenemos,

Bi = C

ah®>  bh
M = T—i_?—i_c
B, = ah*+bh+c

entonces, calculamos el volumen de la siguiente manera.

h
V = /(ax2+bx+c)dx
0

18. Dibujar un esquema de la region en el plano xy formada por todos los puntos (x,y) que satisfacen
las desigualdades simultaneas 0 < x < 2, %xz < y < 1. Calcular el volumen del solido obtenido
haciendo girar esta regién: a) alrededor del eje x; b) alrededor del eje y c) alrededor de la vertical que
pasa por (2,0); de la horizontal que pasa por (0,1).

Respuesta.-

f(x)

Para el inciso @), calculamos el volumen al girar sobre el eje de la siguiente manera

2 22\ ° T (%, 87
V—n/0 [1—(4)]6136—27‘[—16 Oxdx—?

2

o . 1 . .
Para el inciso b) encontraremos una ecuacion para gxen términos de x, como sigue

y:%dx, = |x| =2y
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entonces calculamos el volumen de la siguiente manera al girar alrededor del eje de la siguiente
manera,

V:7I/O.1(2\/y)2 dy =2m

Para el inciso c), calculamos el volumen de la siguiente manera al girar alrededor de la linea vertical
de la x = 2 de la siguiente manera.

Y por ultimo para el inciso d) calculamos el volumen de la siguiente manera al girar alrededor de la
linea horizontal de la ¥ = 1 de la siguiente manera.

2.14 Aplicacién de la integracién al concepto del trabajo
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Propiedad Propiedades fundamentales del trabajo. Designemos con W, ( f) el trabajo realizado por una funcién fuerza
.3 f al mover una particula desde a hasta b. Entonces el trabajo tiene las siguientes propiedades:

1. Propiedad aditiva. Sia < ¢ < b. Entonces W< (f) + W2(f).

2. Propiedad monétona. Si f < g en [a,b], entonces W!(f) < W!(g). Esto es una mayor fuerza realiza
un mayor trabajo.

3. Férmula elemental. Si f es constante, f(x) = c para todo x in el intervalo abierto (a,b), entones

Wy (f) =c-(b—a).

La propiedad aditiva puede extenderse por induccién para cualquier nimero infinito del intervalo.
Estoes,sia =xp < x1 < ... < x; = b, tenemos,

W) = Y W
k=1

Donde W es el trabajo realizado por f desde xj_1 a xj. En particular, si la fuerza es una funcién escalon-
ada s que toma un valor constante si en el intervalo abierto (x;_; — xi) la propiedad 3 establece que
Wi = sg - (xg — x,_1), con lo que

b
= S (xp —Xp_1) = s(x) dx
Lok bk —xi0) =[5

Asi pues, para funciones escalonadas, el trabajo se expresa como una integral. Es facil demostrar que
esto es cierto en casos mds generales.

Teorema Supodngase que el trabajo fue definido para una clase de funciones fuerza f de modo que satisface las
2.8 propiedades 1, 2, 3. Entonces el trabajo efectuado por una funcién fuerza integrable f al mover una
particula desde a hasta b es igual a la integral de f.

—/Hbf(x)dx

Demostracion.- Sean sy t dos funciones escalonadas que satisfacen s < f < ten [a, b]. La propiedad del
trabajo establece que W2 (s) < W2 (f) < WE(t). Pero Wl(s) = f s(x)y WE(t) fﬂ t(x) dx de modo que
el ntimero WY (f) satisface las desigualdades

/abs(x) dx < W(f) < /uht(x) dx

para todas las funciones escalonadas s y t que satisfacen s < f < ten [a,b]. Puesto que f es integrable
en [a,b], resulta que W!(f) = fabf(x) dx. [

2.15 Ejercicios

En los ejercicios 1 y 2 se supone que la fuerza que acttia sobre el resorte obedece la ley de Hooke.

1. Si una fuerza de 10 libras alarga un muelle eldstico 1 pulgada, ;qué trabajo se realiza al alargar el
muelle 1 pie?.
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1 1
Respuesta.- Sea 1 pulgada = T pie, entonces f ( 12) = 10 por lo tanto ¢ = 120, luego

1

1
W= / 120x dx = | = 60 pies — libra
0

0

2. Un muelle tiene normalmente la longitud de 1 metro. Una fuerza de 100 newtons la comprime hasta
0.9 m. ;Cuéntos joules de trabajo se precisan para comprimirlo hasta la mitad de su longitud normal?
¢Cuadl es la longitud del muelle cuando ya se han realizado 20 joules de trabajo?.

Respuesta.- Sea f(100) = 100c = 0.1 Longrightarrow ¢ = 1000 Luego calculamos cuanto trabajo
es requerido para comprimir el muelle 0.5 metros,

215

5 X
W= / 1000x dx = 1000 [ X
0

2

) = 125joules.
0

Como nos dan una cantidad de trabajo (20 loules) de donde resolveremos par un distacia a. Para la
férmula de trabajo tenemos,

a
/ 1000x dx —> a=02m
0

Dado que su longitud inicial es 1 m, tenemos que la longitud del resorte cuando se comprime es igual
alm—02m = 0.8m.

3. Una particula se mueve a lo largo del eje x mediante una fuerza impulsora f(x) = 3x? + 4x newtons.
Calcular cudntos joules de trabajo se realizan con esa fuera para trasladar la particular a) desde x = 0
hasta x = 7; b) desde x = 2m hasta x = 7m.

Respuesta.- a) Usando la férmula de trabajo entonces,

7 7 7
W= / (3x% +4x) dx = x3| +2x2| == 343 + 98 = 441 joules.
0 0 0
b) Usando la férmula de trabajo entonces,
7 7
W= / (322 4 4x) dx = (2% + 222)| == 441 — 16 = 425 joules.
2 2

4. Una particula se mueve a lo largo del eje x mediante una fuerza impulsadora dada por f(x) =
ax* + bx dinas. Calcular a y b de modo que se precisen 900 ergs de trabajo para desplazar la particula
10cm a partir del origen, si la fuerza es de 65 dinas cuando x = 4cm.

Respuesta.- Dado f(5) = 65, entonces,
f(5) =25a+45b =65 — b=13—"5a
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luego, ya que 900 ergs de trabajo son requeridos para mover una particula de 10cm, tenemos que,

10 3 ble

| = S| =900

0 3 2
(10;0)11+50b_900

<1O??0> a+ 650 — 150a = 900

5. Un cable de 50 pies de longitud y 4 libras de peso por pie pende de un torno. Calcular el trabajo
realizado al enrollar 25 pies de cable. No considerar més fuerzas que la gravedad.

Respuesta.- La funcién fuerza es f(x) = 200 — 4x, es decir, el peso total del cable menos 4 libras
por pie, cuando enrollaos el cable. Se sigue que,

25
W = / (200 — 4x) dx = 200 - 25 — 2 - 625 = 3750 libras — pie.
0

6. Resolver el ejercicio 5 si se cuelga un peso de 50 libras en el extremo del cable.

Respuesta.- Dado que se tiene un peso de 50 libras en el extremo del cable, la funcién de fuerza
ahora estd dada por f(x) = 250 — 4x. Entonces, el trabajo requerido es,

25
W= / (250 — 4x) dx = 6250 — 1250 = 5000 libras — pie.
0

7. Un peso de 150 libras se fija en un extremo de una cadena cuyo peso es de 2 libras por pie. Inicial-
mente el peso se suspende con 10 pies de cadena sobre el borde de un edificio de 100 pies de altura.
Considerando s6lo la fuerza de gravedad, calcular el trabajo realizado cuando el peso se baja hasta
una posicién de 10 pies sobre el suelo.

Respuesta.- Dado que el edificio mide 100 pies y el extremo cuelga inicialmente 10 pies sobre el
borde del edificio, comienza en una posicién de 90 pies sobre el suelo. Se baja a 10 pies sobre el suelo.
La fuerza de gravedad que actaa sobre la cadena es f(x) = 150 + 2x, por lo que el trabajo realizado
es

90
W = / (150 + 2x) dx0150 - 80 + 90% — 10% = 2000 libras — pies.
10

8. En el ejercicio 7, suponer que la cadena sélo tiene 60 pies de longitud y que el peso y la cadena se
dejan caer al suelo, partiendo de la misma posicién inicial que antes. Calcular el trabajo realizado por
la fuerza de la gravedad cuando el peso alcanza el suelo.

Respuesta.- Ahora tenemos una funcién de fuerza definida por partes: una parte mientras parte
de la cadena atn esté sobre el borde, y la otra parte una vez que toda la cadena esté sobre el borde.

Esta funcién es
(x) = 170+2x para 0 <x <50
flx) = 270 para 50 < x <90

170



Chapter 2. Algunas aplicaciones de la integracion 2.16. Valor medio de una funcién

Asf, el trabajo realizado es,

50 90
W= / (170 + 2x) dx + [ 270 dx = 170 - 50 4 50? 4 270 - (90 — 50) = 21800 libras — pie.
0 50

9. Sea V(q) el voltaje necesario para situar una carga ¢ en las placas de un condensador. El trabajo nece-

sario para cargar un condensador desde g = a hasta g = b se define mediante la integral | ub V(q) dx.
Si el voltaje es proporcional a la carga, demostrar que el trabajo realizado para situar una carga Q es
un condensador descargado 3QV(Q).

Demostracion.- Ya que asumimos que el voltaje es proporcional a la carga, tenemos V(q) = c¢q para
alguna constante ¢, entonces,

W= /abV(q)dq

2.16 Valor medio de una funcién

Definicién Definicién del valor medio de una funcién en un intervarlo. Si f es integrable en un intervalo [4, b], definimos
2.2 A(f), el valor medio de f en [a, b], por la siguiente férmula

A = 5 [ () ax

Podemos ahora demostrar que ésta la férmula es en realidad una extensién del concepto de media ar-
itmética. Sea f una funcién escalonada que es constante en cada uno de los subintervalos de [a,b],
obtenidos al dividirlo en n partes iguales. En particular, sea x, = a+ k(b —a)/n parak =0,1,2,...,n,
y supongamos que f(x) = f(xx), si xy_1 < x < x;. Entonces serd xy — x;_1 = (b —a)/n, con lo que se

tiene
1 b 1 & b—a 1 &
e AL WCO R P ICE

Asi pues, para funciones escalonadas, el promedio A(f) coincide con la media aritmética de los valores
f(x1),..., f(xx) tomados en los intervalos en los que la funcién es constante.
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2.17. Ejercicios Chapter 2. Algunas aplicaciones de la integraciéon

Definicién del valor medio de una funcién en un intervarlo.

_ fabw(x)f(x) dx
AP =) dx

Primer momento al rededor de 0.

fob xp(x) dx
foﬂ p(x) dx

T = para p llamada densidad de masa.

Segundo momento al rededor de 0 0 momento de inercia.

22— fob x*p(x) dx
Jo p(x) dx

para p llamada densidad de masa.

2.17 Ejercicios

1. f(x):x2, a<x<bh.

Respuesta.-
b 3b 1 BB BB a2 2
A(f) = - /xzdx: L r_ ~ = o _rhsata
b—ala b—a 3| b—a 3 3(b—a) 3
2. f(x)=x*+x%, 0<x<1.
Respuesta.-
1 31 41
_ 2oy ar =S| X 2 17
A(f)_l_oo(x+x)dx 30+40—3—I—4—12
3. f(x) =x12, 0<x<4
Respuesta.-
4
1 12 1 2x%2% 4
AD=50h " = 1 3 |, 3
4. f(x)=x13, 1<x<8
Respuesta.-
8
1 13, 1 3x%3° 48-3 45
AN =g h " =7 "4 | ~"7 ~
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5. f(x) =senx, 0<x<7m/2

Respuesta.-

A ! " d 2 1 2 2
(f)_T/Z_/O sen x x—%-(—cosn/)—;.

6. f(x) =cosx, —m/2<x<m/2.

Respuesta.-
/2

1 ' 1 2
A(f) = m/_nmcosx dx = = (senmt/2+senm/2) = =

7. f(x) =sen2x, 0<x<m/2.
Respuesta.-

/2 2 (372 1 2
A(f):—/o sen(2x) dx:ﬂ/o.z senxdx:—E(l—cosn):E

8. f(x) =senxcosx, 0<x<rm/4.

Respuesta.-
4 /4 2 (/4 1 /2 1 T 1
A(f)—;/o senxcosxdx—;/0 sen(2x) dx—;./o senxdx—;(l—cosz)—;.
9. f(x) =sen’x, 0<x<7m/2
Respuesta.-
2 (/2 1 (/2 1 1
A(f):—/o senzxdx:;/ (1—c052x)dx—§—2—sen7'c:f

10. f(x) = cos?x, 0<x< pi.

Respuesta.-

1 /7 1 (7 1 1 1
A(f):%/o coszxtz’x:%/0 (1—c052x)dx:2ﬂ(7r+zsen2n>:2.

11. (a) Si f(x) = x? para 0 < x < g, hallar un ntimero c que satisfaga 0 < x < a y tal que f(c) sea igual
al promedio de f en [0, a].

Respuesta.-
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(b) Resolver la parte (a) si f(x) = x", siendo n un entero positivo cualquiera.

Respuesta.- Generalizando el anterior ejercicio tenemos,

a

1 a
n . n
"= /Ox dx:>c—(n 1)1/;1‘

a

12. Sea f(x) = x? para 0 < x < 1. El valor medio de f en [0, 1] es 1- Hallar una funcién peso no negativa
w tal que la media ponderada de f en [0, 1], definida en 2.19 sea:

Respuesta.- Sabiendo que,

entonces
1
(a) E .

1
Serd w(x) = x para que A(f) = 5 Como se vera a continuacion.

b
agp < Jaxe¥dx 31
fol x dx T2
3
(b) 5
Sea w(x) = x2, entonces
b o2 .2 1
Ap = s 2
Jo ¥2dx 3 5
2
(0 g
Sea w(x) = x3, entonces
b 3 .2 1
ap=hIt s 2
Jox¥dx 3 3

13. Sea A(f) el promedio de f en [a, b]. Demuestre que el promedio tiene las siguientes propiedades:

(a) Propiedad aditiva: A(f +¢) = A(f) + A(g)-
Demostracion.- Sea
A(f +3) / f(x) +g(x) dx
entonces por la el teorema 1.17 (aditividad respecto al intervalo de integracion) se tiene,
b
o [ F@ s ar = [ ax g [Ns ae= A + A

asi queda demostrado la propiedad aditiva del valor medio de una funcién.
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(b) Propiedad homogénea: A(cf) = cA(f) si c es algin numero real.

Demostraciéon.- Sea ) )
Alef) = = | clf(x)] dx

entonces por el teorema 1.16 (linealidad respecto al integrando) se tiene,

bia/ahc[f(x)] dx =c [bia/ﬂbf(x) dx] = cA(f).

(c) Propiedad monétona: A(f) < A(g)sif < gena,b].

Demostracién.- dado que f(x) < g(x) entonces por el teorema de comparacién (teorema 1.20)
obtenemos que,

/abf(x) dxﬁ/abg(x) dx = 7/ flx)dx <5 /ubg(x) dx = A(f) < Alg)-

14. ;Cuales de la propiedades del problema 13 son validas para las medias ponderadas definidas en 2.19?.

Respuesta.- Para A(f + g) tenemos,

A(f+g) = 5 b

Para A(cf) tenemos,

f: cf (x)w(x) dx

intbw(x) dx

f: w(x)f(x) dx
fb w(x) dx

a

= cA(f)

el C-

Por altimo sea f < g en [a, b], entonces ya que w es no negativo tenemos, w(x)f(x) < w(x)g(x) para
todo x € [a, b]. Se sigue por la propiedad monoétona de la integral que,

b b
| wf () dr < [“wxg(x) dx
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ya que w es no negativo, [ ab w(x) dx también es no negativo y por lo tanto,

fab w(x) dx - fﬂbw(x)g(x) dx
f:w x)dx fab w(x) dx
A(f) < A9)

15. Designamos por A%(f) el promedio de f en el intervalo [a, b].

(@) Sia < ¢ < b, demostrar que existe un ntmero t que satisface 0 < t < 1 tal que AL(f) =
LAS(f) + (1 —t)AL(f). Asipues, AL(f) es una media aritmética ponderada de AS(f) y AY(f).

Demostracion.- Sea

entonces, ya que a < ¢ < b, tenemos 0 < t < 1, de donde,

a—c c—b
1—t=1- =
a—b a->

asi,

c—a 1

- - /abf(x) dx +

b—a c—a

c—b 1 b
a—b'b—c/c flx) dx
1 1

= o [ A [ ) e

_ bia [/:f(x)dx—i-/cbf(x)dx]

_ bia/abf(x)dx

= A(f)

(b) Demostrar que el resultado de la parte (a) también es vélido para medias ponderadas como las
definidas por 2.19.

Demostracion.- Sea

entonces,
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porlo tanto, 0 < t < 1yaquea < ¢ < by w es no negativo. Luego,

c c b b
s+ (14t = L@ [eer@ds | el ds [uf() ds

[, w(x) dx J; w(x) dx Jow(x)dx  [Tw(x)dx

JEw(x) f(x) dx+ [P w(x)f(x) dx
fab w(x) dx

[P w(x) dxf(x) dx
f: w(x) dx

= A(f)

En cada uno de los ejercicios del 16 al 21 se hace referencia a una varilla de longitud L situada en el
eje x con un extremo en el origen. Con la densidad de masa p que se cita en cada caso, calcular (a) el
centro de masa de la varilla, (b) el momentos de inercia en torno al origen, y (c) el radio de giro.

16. p(x) = 1para0 # x < L.

Respuesta.- El centro de masa es dado por,

_ L xo(x) dx Ly dx L
7 — Jo*P _ Jo _

2
foLP(x) dx foL dx L 2

El momento de inercia es,

El radio de giro es,

) fOLdex %S_Lz
7f0p(x)dx7 L 3
L
BV

17. p(x) =1para0 < x < %,p(x) :2para% <x << L.

Respuesta.- El centro de masa es dado por,

B fOL xp(x) dx
X = o
Jo p(x) dx

L
Jo& + [ 2x dx
2

L
Jo& dx+ [ 1 2dx
2
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El momento de inercia es,
L

L L L
/ x’p(x)dx = / x? dx + / 2x% dx
0 0 L

L3 27L3_L3

w3 12
513

El radio de giro es,

18. p(x) = xpara0 < x < L.
Respuesta.- El centro de masa es dado por,

fOL xp(x) dx

OL o(x) dx

foz dx
fOLxdx

GlRe,

N
I~

El momento de inercia es,

L, L,
/Oxp(x)x Oxx

El radio de giro es,
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) fOL xp(x) dx
fOL p(x) dx

N TSl

|

L L L
19. p(x) =xpara0 < x < E,p(x) = 5 para 5 <x <L
Respuesta.- El centro de masa es dado por,

fOL xp(x) dx
fOLp(x) dx

f:

L
o2 x? dx+f%L Lx dx

L
fozxdx+f§%dx

El momento de inercia es,

Il
o\
]
=
[
QU
=
+
_—
=
=
o
[
=

/OL x?p(x) dx

El radio de giro es,
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20. p(x) = x*para0 < x < L.

Respuesta.- El centro de masa es dado por,

fOL xp(x) dx
foL p(x) dx
fOL x3 dx

fOL x2 dx

=
|

=Mk

SE

El momento de inercia es,

El radio de giro es,

fOL xp(x) dx
fOLp(x) dx

w‘l;‘m‘l}‘

313

2
21. p(x) =0x2para0 < x < L p(x) = LZ para% <x <L
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Respuesta.- El centro de masa es dado por,

fOL xp(x) dx
foL p(x) dx

Y:

L
e dx+féx%2 dx

L
IS5 xzdx+fLL%2dx

2

4, Lt

_ wut®m
R
atF

El momento de inercia es,

L = L 12
2 2 4 2
x xdx:/xdx+/x—dx
| %) O I
Lo e
160 96

16L°
240

El radio de giro es,

22. Determine la densidad de masa p para que el centro de masa de una barra de longitud L esté a una
distancia L/4 de un extremo de la varilla.

Respuesta.- Sea

p(x) = x*> mboxpara 0 < x < L
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entonces calculamos el centro de masa de la barra,
L
Jo xp(x) dx
L
Jo p(x) dx
fOL x3 dx

fOL x2 dx

y:

»\m‘%\i

SE

Por lo tanto, el centro de masa estd a una distancia L/4 de un extremo de la barra.

23. En un circuito eléctrico, el voltaje e(t) en el tiempo t estd dado por la férmula e(t) = 3 sen2t. Calcular:
(a) el voltage medio sobre el intervalo de tiempo [0, 7t/2]; (b) la raiz cuadrada media del voltaje; esto
es, la raiz cuadrada de la media de la funcién €2 en el intervalo [0, w/ 2].

Respuesta.- Notemos que la media de e(t) como Af(e),

fo% sen 2t dt
i

6 Zsenztdt
=2

3 T
= —/ sent dt
7T JO

= (1—cosm)

Ale) =

Al Jlw

La raiz cuadrada media viene dada por la raiz cuadrada de la funcién e? sobre el intervalo 0 < t < %,

asi,
2 (% 1/2
RZ = (/ 9sen22tdt)
7T JOo

1/2
sen? t dt)

oL

S
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Donde usamos la férmula de la solucién del ejemplo 3 pagina 101, para calcular la integral fon sen? x dx =
7T

5.

24. En un circuito eléctrico, el voltaje e(t) y la corriente i(t) en el tiempo ¢ son dados por las férmulas
e(t) =160sent, i(t) = 2sen(t — 7t/6). La potencia media se define como

1 /T . J
- /O e(1)i(t) dx
donde T es el periodo del voltaje y la corriente. Determine T y calcule la potencia media.

Respuesta.- Primero, ya que el voltaje estd dado por e(t) = 160sent sabemos que tiene periodo
27, asi T = 271. Entonces podemos calcular la potencia promedio como sigue,

1 27 T
A = 27 Jy 3205entsen(t—g) dt
160 27 T T
= A sent(sentcosg—sengcost) dt
1 27 27
= LO COSE/ senztdt—senz/ sentcost dt
T 6 Jo 6 Jo
27T 27T
_ 10 <\/§/ (1 —cos2t) dt—l/ sen 2t dt)
7T 2 Jo 4 Jo
4
B P
27T 7T

= 803.

2.18 Laintegral como funcién de limite superior. Integrales indefinidas

Si f es no negativa en [, b], la integral indefinida A es creciente, puesto que se tiene

AW - A = [(rax- [ fwae= ["fp ax >0

siempre que a < x < b.

Definicién Definicién de funcién convexa. Una funcién g se llama convexa en un intervalo [g, b] si, para todo x e y en
2.6 [a,b]y paracada « tal que 0 < a« < 1, tenemos

g(z) <ag(y)+ (1 —a)g(x), donde z = ay + (1 — a)x
Decimos que g es concava en [a, D] si es vélida la desigualdad invertida,

g(z) > ag(y) + (1 —a)g(x), donde z = ay + (1 — a)x
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2.19. Ejercicios Chapter 2. Algunas aplicaciones de la integraciéon

Sea A(x f f(t) dt. Entonces, A es convexa en cada intervalo donde f es creciente , y concavo en
cada 1nterva10 donde f es decreciente.

Demostracion.- Supongamos que f es creciente en [a,b], elijamos x < y, y seaz = ay + (1 —a)x.
Tenemos que demostrar que A(z) < aA(y) + (1 — a)A(x). Puesto que A(z) = a(z) + (1 —a)A(z), es lo
mismo que demostrar que aA(z) + (1 — a)A(z) < aA(y) + (1 —a)A(x), 0 que

(1-a) [A(Z) - A(X)] <w [A(y) —A(2)].

Ya que A(z) = [Zf(t) dty Aly = [Y f(t) dt, tenemos que demostrar que

(1a) /xzf(t) dt < zx/zyf(t) dt

Pero si f es creciente, se tiene las desigualdades

flt) < f(z)six <t<zyf(z) < f(t)siz <t <y. Integrando esas desigualdades encontramos
[foa<i@eE-x, v f@-2< [ fina
Pero (1 — a)(z — x) = a(y — z), de manera que esas desigualdades nos dan
(1-0) [ fBdt < Q- a)fE) - x) =af @)y -2) <a [ £1

lo que demuestra (1x) |, XZ ft)ydt<ua[]f Y f(t) dt. Esto prueba que A es convexa cuando f es creciente.
Cuando f es decreciente, podemos aphcar el resultado que se acaba de demostrara —f.

2.19 Ejercicios

Calcular las integrales de los ejercicios 1 al 16.

X t2 t3 xz x3
1. 1 2y dt = L _ r.oxr
/0(+t+f)d (t+2+3)0 X+ 33
2 /2y(1+t+t2)dt— Byl 2y_2 o 8
“Jo o 2 "3/, =cYyTay 3
2x 12 #3 2x 4x2 —1 8x3 +1 16x3 - 1222 4+ 12 5
3'/ (A+t+8)de=(t+5+7 —op ol o0l e lac b laed o
-1 2 3/, 5 3 c

1—x
—1-x—1+(1-2)2+1+1-x>-1=(01-x>+

=

1—x
/ (1 -2t +382) dx:<t+t2+t3)
1 1

(1-x)2+(1-x)—1=—x>+2x* —2x
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(P (32 8\ _ 15 15 13
5, \5 5 3) 5 3 15"

X X t5 t3
5. / (12 +1) dt:/ (t* +£2) dt = (+)
_2 5 3

-2

XZ
6./ (2 +1)2 dt.
X

Respuesta.-
2 2

X X
/ (2 +1)2dt = / (t* + 212 + 1) dt
X X

Il

Y
ull

+
w|R
w

+

-~
~~_

_o (o 2 ) (2 2
+ 5t g+ ta

-5 3 5 3
X
7. / (2 41)dt, x>0.
1

Respuesta.-

x 2/3
JRGEEE <2t3+t)

_ 2x%/3 e 5
3 3
x2
8. / (B2 /4y dt, x> 0.
X
Respuesta.-
*? 223 454 ¥
H2 4t dt = [ T+
TGS s )
B 243 4572 2x2/3 N 4574
- 3 5 3 5
2 4
_ §<x3 — 32 4 g(365/2 X574
x X
9. / cost dt = sen't = senx.
—7T

-7t
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2 t
10./0 (§+cost) dt = (2+sent> ; =%+senx2.
2 1 x> x
11. S—sent)dt =" — 2 — 2,
/x (2 sent) 5 "3 cos x + cos x

3x X3 1
==+

— + = cos 3x.
0 3 3

X, X, 1 [3x 21
12. /0 (u” 4 sen3u) du:/o u du+§/0 senuduO?+§(—cosu)

3

3 3x2
X 1 1 3
3)-1-3/3 senvdv—3(x x +

x2 X2 x2 X0
13. / (v + sen30) dt = / v? dv—l—/ sen3v dv = ( —
X X 3 X

X
cos 3x — cos? 3x).

g L y 1 Yy 2 1 2
14. /0 (sen’® x + x) dx:i/o (1 — cos2x) dx+/0 xdx:%_z/o COSde+%:—Zseny+%+y7.
X w d
15. /0 (sen2w+cos E) w.
Respuesta.-
* 1 [2x X
/ (senZw—i—cosg) dw = ,/ SenZwa—i-Z/zcoswdw
0 2 2 Jo 0
1 2 3
= S(—cosw)| +2(senw)
2 0 o

1 1 x
= —Ec052x+ 5 +Zsen§

1 1 X
= 5= Ec032x+25en§.

1
16. / (5 +cost)? dt.
12
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Respuesta.-
* 1 x /1
/ (= +cost)?dt = / <+cost+cos2t> dt
—T7T 2 —7T 4

1 X X X )
= 7/ tdt+/ costdt+/ cos” t dt
4 —7T —7T —7T

= —(x+7m)+[senx —sen(—m)]+ [ /j %[1 + cos(2t)] dt

NN

1 1 [2x
(x+7r)+senx+7(x+7r)+1/ cost dt
-2

2
2x
271)

I

1
(x+ ) +senx + <4 sen x

|

3 1
= 1(x+ 7T) +senx + isean.

17. Encuentre todos los valores reales de x tal que

X 1 X
/0 (12 —t)dt = g/ﬁ(t—t?’) dt.

Dibuja una figura adecuada e interpreta la ecuacién geométricamente.

Respuesta.- Primeramente evaluamos la integral de la izquierda.

X 4 2
3 _ _x_*
/O(t nar="-2.

luego evaluamos la integral de la derecha.

1 R YL
3/\/§(t_t)dt__3(4_2>

asi, igualando los dos resultados nos que da

Se ve claramente que una solucién es x = 0. Si x # 0 entonces podemos dividir por x? y obtenemos,

2 2 2
x 1 1 (x 1 X 2 >
42_(42) =3T3 o VS22

de donde concluimos que las soluciones vienen dadas por x = 0, V2, —/2.

18. Sea f(x) = x — [x] — 1 si x no es un entero, y sea f(x) = 0si x es un entero. (Se denota [x] como el
entero mayor < x). Definir una nueva funcién P como sigue:

"X
P(x) = / f(t) dt paracadareal x
J0
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(@) Graficar f sobre el intervalo [—3, 3] y demostrar que f es periddico con periodo 1; f(x +1) = f(x)
para todo x.

Demostracion.- Tenemos

flx=1) = (x+1)—[x+1] -1
= (x+1)—(x]+1) -3
= x+1-[x]-1-1
= x—[x]-1
= f(x)

Por lo que queda demostrada la proposicion.

2

(b) Demostrar que P(x) = 3(x> —x),si0 < x < 1y que P es periédico con periodo 1.

Demostracién.- Primero estableceremos la férmula requerida,

P(x):/oxf(t)dt - /Ox(t—[t]—;> dt
/Oxtdt—/ox[t]dt— Ox%dt

xd 0 JC1d
tdt — —u/ — dt
/0 0o 2

2

X X

t

0o 2

2 0

(x2 ~ x)

NI~

X
Notemos/ [t] dt = 0.
0

Ahora probemos que P(x) es periodico con periodo 1.

P(x+1) = /OXHf(t) dt

- /Olf(t) dt + /:Hf(t) dt

x+1
— p(1) +/ £(t) dt
X
Luego
X
— P(1) +/O F(t+1) dt
X
— P(1) +/O £(t) dt
Vemos que f es periddica. Por altimo podemos resolver para P(1), donde
P(x) = %(x2 —x) = P(1) = %(12 -1)=0.
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Por lo tanto,

P(1) + /Oxf(t) dt

O+/Oxf(t)dt

| ey

= P(x)

(c) Expresar P(x) in términos de [x].

Demostracién.- Para expresar P(x) en términos de [x] calculamos como sigue:
x 1 2 x
P(x) :/O oy /O (1) dt+/1 (1) dt+...+/[]f(t) dt
X

= 0+0+...+ [ f(t) dt

donde f(t+ [x]) = f(t) ya que [x] es un entero y f tiene periodo 1.

Asi f(t +n) = f(t) para cualquier entero n. Luego,

_ /OX_M (t_[t]—D dt

il e

2

0
Aqui, sabemos que [t] en la integral es cero ya que [t] = 0 para todo t € [0, [x]]. Por altimo ya que

x — [x] < 1 entonces,
P(x) =

Esta es la expresion que se obtiene.

(d) Determinar una constante c tal que f01 [P(t) +c] dt =0.

Respuesta.- Usando la férmula de P(x) de la parte (c) resolvemos el problema dado.

/()1(P(t)+c)dt — /0l (;(t—[t])z—;(t—l—[t])—kc) dt=0

1 1 1 1 1
— f/ tzdt—f/ tdt+/ cdt=0
2 Jo 2 Jo 0
1
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(e) Parala constante ¢ de la parte (d), sea Q(x fo | dt. Demostrar que Q es periédico con
periodo 1y que
x3 x2
= — —_ —_ i < < .
Q(x) G +12 si0<x<1

Demostracion.- Primero probaremos que Q es periédico con periodo 1.

Qx+1) = /0x+1<P(t) 112) dt

/01 <P(t) + 112> +/tx+1 <P(t) + 112> dt
— o+/ ( (t+4q) )dt

/Ox <P(t)+112) dt

= Q(x)

Luego, si 0 < x < 1 entonces,

Q(x) = /ox <P(t)+112) dt
. /XG(t[t])Z;(fW)ﬂlz)

= / /th— /dt

donde todos los [t] son 0 para 0 < t < 1, asi,

£ *

6

X

4

L
o 12

0 0

3 2

X X X

6 4+12

como queriamos encontrar.

19. Dado una func1on funcién f defmida en todas partes, periédica con periodo 2, e integrable en todo
intervalo. Sea g(x) = [, f(

(@) Demostrar que g(2n) = 0 para cada entero n.
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Demostraciéon.- Podemos establecer esto por un calculo directo.

sen) = [Tnfa

0
= |, fle+2n)at

0
= t) dt
], f®
—2n
= — t) dt
[ fio
21 p
= —t) dt
s
2n p
= - t) dt
5w
Pero entonces tenemos,
2n 2n 2n
f(t) dt = — ft)ydt = f(t)dt=0
0 0 0
Ya que f(2n) = 02" f(t) dt entonces tenemos el resultado es,
2n
g(2n) = f(t)dt=0.
0

(b) Demostra que g es par y periodico de periodo 2.

Demostracién.- Para demostrar que f es par necesitamos mostrar g(—x) = g(x) para todo x.
Utilizaremos el hecho que f es impar como también la propiedad de expacién-contracion de la
integral. (teorema 1.19 con k = —1).

R at

0

- [ e ar

| s
g(x)

g(—x)

Luego, mostraremos que g es periddica con periodo 2, es decir, debemos demostrar que g(x +2) =

191
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g(x) para todo x.

2(x+2) = /()x+2f(t)dt
2 x+2
= /()f(t)dt+/2 f(t) dt
- o+/0 F(t+2) at
2
- /0 F(1) dt
= gx)

20. Dado una funcién par f, definida en todas partes, peridédica con periodo 2, e integrable en todo inter-
valo. Sea g(x) = [, f(t) dt ysea A = g(1).

(a) Demostrar que g es impar y que g(x +2) — g(x) = g(2).

Demostracion.- Usaremos la expancion-contraccion del intervalo de intregracion,

froa=Ls(3) o

donde en este caso k = —1. De donde,

= [ s
= [ fena
- /Of(t)dt

= —g(x)

Por lo tanto, g es impar.

Por otro lado tenemos,

sat2) g = [ fod- [Cfwa
by x+2 X
_ /Of(t) dt+/2 £(6) dt—/o £(8) dt
_ g(z)+/o f(t+2)dt—/0f(t)dt

= s@+ [ foya- [ s ar

= g(2)
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(b) Calcular g(2) y g(5) e terminos de A.

Respuesta.- Primeramente encontraremos f(2). Sea x = 1, donde,

g(x+2)—g(x) =¢(2) = g(3) —g(1) =g(2)
asi,

g(2) = g(8)—¢g(1)

[ rwae [ s a

[ rwar— [ ) a
[ty a

[ fura

[y

[ sy [ ) a
[ fpart /(;1f(t) at
rows o

|
N
o\
-
—~
-
N~—
QU
~~

Por lo tanto,
¢(2) =g(3)—g(1) = 2A=¢(3)—A = ¢(38)=24+A=3A

Y finalmente para encontrar g(5)
8(2) =

g(x+2) —g(x) = g(2

suponemos que x = 3,

g(5) —g(8) =4(2) = g(5) =2A+3A=5A

(c) Para que valor de A serd g periodica con periodo 2?

Respuesta.- g es periddica con periodo 2 por lo tanto,

glx+2) =g(x) = gx+2)-g(x)=0
g(0+2) —g(0)=0

g(2)-0=0

2A=0

A=0
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21. Dadas dos funciones f y g, integrables en todo intervalo y teniendo las siguientes propiedades: f es
par, g es impar, f(5) =7, f(0) =0, g(x) = f(x+5), f(x) = [, g(t) dt para todo x. Demostrar que

(a) f(x —5) = —g(x) paratodo x; (b) [y f(1) dt; () [ f(t) dt = g(0) — g(x).
Demostracion.- para la (a) calculemos usando las propiedades dadas:

flx+5) =g(x) = g(=x) = f(=x+5) = —g(x) = f(x=5)

donde g es impary f es par.

Para la parte (b) una vez mds calculamos usando las propiedades para f y g:

[ a=[st-sya= [ gwya=-["sna=["swa=re=7

Finalmente para (c):

[ rwar=[Tsu-syar= 7= [ gyars [ g0t =6) + fx-5) = 5(0) - s(2).

-5
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Funciones continuas

3.2 Definiciéon de limite de una funcién

La continuidad existe si existe continuidad por la izquierda y por la derecha.

Definicién Definicién de entorno de un punto. Cualquier intervalo abierto que contenga un punto p como su punto
3.1 medio se denomina entorno de p.

Notacién.- Designemos los entornos con N(p), Ni(p), Na(p), etc. Puesto que un entorno N(p) es un
intervalo abierto simétrico respecto a p, consta de todos los ntimeros reales x que satisfagan p —r <
x < p+r para un cierto r > 0. El numero positivo r se llama radio del entorno. En lugar de N(p)
ponemos N (p; r) si deseamos especificar su radio. Las desigualdades p —r < x < p + r son equivalentes
a-r<x—p<r,yalx—p| <r. Asipues, N(p;r) consta de todos los puntos x , cuya distancia a p es
menor que 7.

En la definicién que sigue suponemos que A es un ndmero real y que f es una funcién definida en un
cierto entorno de un punto p (excepcién hecha acaso del mismo p). La funcién puede estar definida en p
pero esto no interviene en la definicién.

195



Definiciéon
3.2

3.3. Definicién de continuidad de una funcién Chapter 3. Funciones continuas

Definicién de limite de una funcién. El simbolismo

lim f(x) = A [of(x) > A x—p]

X—=p
significa que para todo entorno Nj (A) existe un cierto entorno Np(p) tal que

f(x) € N1(A) siempre que x € No(p) yx # p

El entorno Nj(A) se cita en primer lugar, e indica cudn préximo queremos que sea f(x) a su limite A.
El segundo entorno, N>(p), nos indica lo proximo que debe estar x de p para que f(x) sea interior al
primer entorno Nj(p). El entorno N (p) dependera del Nj (A) elegido. Un entorno N»(p) que sirva para
un Nj(A) determinado servira también, naturalmente, para cualquier N;(A) mayor, pero puede no ser
util para todo Nj (A) mds pequerio.

Decir que f(x) € Nj(A) es equivalente a la desigualdad |f(x) — A| < e y poner que x € Nx(p), x # p
es lo mismo que escribir 0 < |x — p| < 4. Por lo tanto, la definicién de limite puede también expresarse
asf:

El simbolo ]1613} f(x) = A significa que para todo € > 0, existe un § > 0 tal que
|f(x) — Al <e siempreque 0 < |x—p| <.
Observamos que las tres desigualdades,

lim f(x) = A, lim (f(x) — A) = 0, lim[f(x) — A] =0

X—=p X—=p X—=p
Son equivalentes. También son equivalentes las desigualdades,

lim f(x) = A,}llii%f(p—i—h) = A.

X—=p

Todas estas se derivan de la definicién de limite.

Definicién Limites laterales. Los limites laterales pueden definirse en forma parecida. Por ejemplo, si f(x) — A

3.3

cuando x — p con valores mayores que p, decimos que A es el limite por la derecha de f en p, indicamos
esto poniendo
lim f(x) = A.
x—pt

En la terminologia de los entornos esto significa que para todo entorno Nj(A), existe algin entorno
N (p) tal que
f(x) € N1 (A) siempre que x € Na(p) 'y x> p.

Los limites a la izquierda, que indican poniendo x — p~, se definen del mismo modo restringiendo x a
valores menores que p.

3.3 Definicién de continuidad de una funcién
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Chapter 3. Funciones continuas 3.4. Teoremas fundamentales sobre limites. ...

Definicién Definicién de continuidad de una funcién en un punto. Se dice que una funcién f es continua en un punto
34 psi

a) f estd definidaenp,y
b) lim £(x) = £(p).

Esta definicién también puede formularse con entornos. Una funcién f es continua en p si para todo
entorno Ni[f(p)] existe un entorno N;(p) tal que

f(x) € N1[f(p)] siempre que x € Np(p).
Puesto que f(p) pertenece siempre a Ny [f(p)], no se precisa la condicién x # p.
Especificando los radios de los entornos, la definicién de continuidad puede darse como sigue:

[f(x) — f(p)| < e siempre que |x — p| < 4.

3.4 Teoremas fundamentales sobre limites. Otros ejemplos de funciones continuas.

Teorema Sean f y g dos funciones tales que
3.1
lim f(x) =4, limg(x) =B
Se tiene entonces

() Um[f(x)+g(x)]=A+B,

X—=p

(1) lim[f(x) —g(x)]=A—B,

X—=p

(iii) J1(1_1}1}7f(x) -g(x)=A"-B,

(iv) )lclir;g(x) =3 si B #£ 0.

Las demostraciones estardn dadas en la seccion 3.5. | |

Observemos primero que las afirmaciones del teorema pueden escribirse en forma un poco distinta. Por
ejemplo, (i) puede ponerse como sigue:

lim [ (x) + g()] = lim £(x) + lim g(x).

X—=p X—p

Es costumbre indicar por f + ¢, f — g, f - § ¥ f/ & las funciones cuyos valores para cada x son:

f)+g(x), flx)=g(x), flx)-g(x), y f(x)/8(x).
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3.2

Teorema
3.3

Teorema
3.4

3.4. Teoremas fundamentales sobre limites. ... Chapter 3. Funciones continuas

Sean f y g dos funciones continuas en un punto p. La suma f + g, la diferencia f — g, el producto f - gy
<(p) # 0 siempre que g(p) # 0 son también continuas en p.

Demostraciéon.- Puesto que f y ¢ son continuas en p, se tiene %1_1)1}17 flx) = f(p)y chll)r; g(x) = g(p).
Aplicando las propiedades para limites, dadas en el teorema 3.1, cuando A = f(p) y B = g(p), se de-
duce el teorema 3.2.

El teorema que sigue demuestra que si una funcién g esta intercalada entre otras dos funciones que
tienen el mismo limite cuando x — p, g tiene también este limite cuando x — p.

Principio de intercalacién. Supongamos que f(x) < ¢(x) < h(x) para todo x # p en un cierto entorno
N(p). Supongamos también que
lim f(x) = lim h(x) = a.
Se tiene entonces lim, ., g(x) = a.
Demostracion.- Sean G(x) = g(x) — f(x), y H(x) = h(x) — f(x). Las desigualdades f < ¢ < h im-
plican0 < g—f<h—fo
0 < G(x) < H(x)

para todo x # p en N(p). Para demostrar el teorema, basta probar que G(x) — 0 cuando x — p, dado
que H(x) — 0 cuando x — p.

Sea Nj(0) un entorno cualquier de 0. Puesto que H(x) — 0 cuando x — p, existe un entorno Np(p) tal
que

H(x) € N;(0) siempre que x € Na(p) y x # p.

Podemos suponer que N(p) € N(p). Entonces la desigualdad 0 < G < H establece que G(x) no esta
mas lejos de 0 si x estd en N(p),x # p. Por consiguiente G(x) € Nj(0) para tal valor x y por tanto
G(x) — 0 cuando x — p. La misma demostracion es vélida si todos los limites son limites a un lado.

Continuidad de las integrales indefinidas. Supongamos que f es integrable en [a, x] para todo x en [a,]], y
sea

A = [ fe) a

Entonces la integral indefinida A es continua en cada punto de [4, b] (En los extremos del intervalo ten-
emos continuidad a un lado.)

Demostracién.- Elijamos p en [a, b]. Hay que demostrar que A(x) — A(p) cuando x — p. Tenemos
X
A@) =~ Ap) = | f(8)

Puesto que f estd acotada en [g, b], existe una constante M > 0 tal que —M < f(t) < M para ten [a,b].
Six > p, integramos esas desigualdades en el intervalo [p, x] obteniendo

/X—Mdtg/xf(t)dtg/det . _M(x—p) < A(x) — A(p) < M(x — p).
p p p
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Chapter 3. Funciones continuas 3.5. Demostraciones de los teoremas...

Si x < p, obtenemos las mismas desigualdades con x — p sustituida por p — x. Por consiguiente, en
uno u otro caso podemos hacer que x — p y aplicar el principio de intercalacién encontrando que
A(x) — A(p). Esto prueba el teorema. Si p es un extremo de [4, b], tenemos que hacer que x — p desde
el interior del intervalo, con lo que los limites son a un lado. |

3.5 Demostraciones de los teoremas fundamentales sobre limites

Demostracion de (i) y (ii). Puesto que las dos igualdades:

lim f(x) =A y lim[f(x) —A] =0

xX—=p xX—p
son completamente equivalentes, y como se tiene

f(x) +g(x) = (A+B) = [f(x) — A] + [g(x) — B],

basta demostrar las igualdades (i) y (ii) del teorema cuando los limites de A y B son ambos cero.
Supoéngase pues, que f(x) — 0y g(x) — 0 cuando x — p. Se demostrard en primer lugar que f(x) +
g(x) = 0 cuando x — p. Para ello se tiene que probar que para cada € > 0 existe un 6 > 0 tal que

|f(x) + g(x)| < e siempre que 0 < |x — p| <.
Sea € dado. Puesto que f(x) — 0 cuando x — p, exista un é; > 0 tal que

If(x)] < g siempre que 0 < |x — p| < J1.

Anélogamente, puesto que g(x) — 0 cuando x — p existe un 6, > 0 tal que:
lg(x)] < g siempre que 0 < |x — p| < d,.

Si se indica por ¢ el menor de los dos niimeros J; y J;, entonces, ambas igualdades dltimas son validas
si0 < |x — p| <4,y por tanto, en virtud de la desigualdad triangular, se tiene:

£(0) +8(3)] < @] +[3(0)| < 5 +5 = ¢

Esto demuestra la proposicién dada que, a su vez, demuestra (i). La demostracién de (ii) es completa-
mente andloga, salvo que en el tltimo paso se emplea la desigualdad |f(x) — g(x)| < |f(x)| + [g(x)].

Demostracion de (iii). Supéngase que se ha demostrado (iii) en el caso particular en que uno de los
limites es 0. Entonces el caso general resulta facilmente de este caso particular, como se deduce de la
siguiente igualdad:

f(x)g(x) = AB = f(x)[g(x) — B] + B[f(x) — Al.

El caso particular implica que cada término del segundo miembro tienda a 0 cuando x — p y en virtud
de la propiedad (i) la suma de los dos términos tiende también a 0. Por tanto, basta sélo probar (iii) en el
caso en que uno de los limites, por ejemplo B, sea 0.

Supoéngase que f(x) — Ay g(x) = 0 cuando x — p. Se trata de probar que f(x) - g(x) — 0 cuando
x — p. Para ello se ha de ver que dado un ntimero positivo €, existe un § > 0 tal que

|f(x)g(x)| < e siempre que 0 < |x — p| <.
Puesto que f(x) — A cuando x — p, existe un d; tal que

|f(x) — Al <1 siempre que 0 < |x — p| < 1.
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3.6. Ejercicios Chapter 3. Funciones continuas

Para tal x, tenemos |f(x) — A+ A| < |f(x) — A| +|A| < 1+ |A|, y por tanto

[f()g()| = [f()lIg(x) < (1 +[AD]g(x)]-

Ya que f(x) — 0 cuando x — p, para todo € > 0 existe un J; tal que

€ .
lg(x)] < T A siempre que 0 < |x — p| < J,.

Por consiguiente, si llamamos ¢ al menor de los dos ntimeros 47 y J; entonces las dos igualdades son
vélidas siempre que 0 < |x — p| < § y para tal valor de x deducimos

|f(x)g(x)] < € siempre que 0 < |x — p| < 4.

Lo que completa la demostracion.

Demostraciéon de (iv). Puesto que el cociente f(x)/g(x) es el producto de f(x)/B por B/g(x) basta
demostrar que B/g(x) — 1 cuando x — p y luego aplicar (iii). Sea h(x) = g(x)/B, por lo que h(x) — 1
cuando x — p, y se quiere demostrar que 1/h(x) cuando x — p.

Dado € > 0, se trata de ver si existe un § > 0 tal que

‘1‘ < € siempre que 0 < |x — p| < 4.

h(x)

La diferencia se puede escribir como sigue:

‘ 1 _1‘: h(x) 1|

h(x) |8 (x)]
Puesto que g(x) — 1 cuando x — p se puede elegir un § > 0 tal que ambas desigualdades:
0 1
hx) =11 <5y I -1] <.

se satisfagan siempre que 0 < |x — p| < . La segunda de estas desigualdades implica h(x) > % y por

tanto 1/|h(x)| = 1/h(x) < 2 para tales valores de x. Empleando este resultado en junto con la primera
desigualdad, obtenemos
1 ‘_ [h(x) =1

‘ h(x) lg(x)[
Esto completa la demostracién de (iv).

3.6 Ejercicios

En los ejercicios del 1 al 10, calcular los limites y explicar cudles han sido los teoremas utilizados en cada
caso.

. 1
1. lim —-
x—2 X
Respuesta.-
Iim1
L L
=2 x2  limx2 22

x—2
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Chapter 3. Funciones continuas 3.6. Ejercicios

Esto por el teorema 3.1 inciso (iv) y por el hecho de que el limite de una constante es la misma con-
stante.

» Lim 25x3 + 2
" x50 75x7 — 2
Respuesta.-
. 3 .
5P (MPCAINZ 040
x5075x7 =2 lim75x7 —lim2 0-2
x—0 x—0
Por el teorema 3.1 incisos (i),(ii) y (iii).
. x> —4
3. lim .
x—2 X —2
Respuesta.-
2
—4 -2 2
lim 5 =% i, FZDEED) 4 2) — limoxt lim2 — 4.
x—2 X —2 x—2 x—2 x—2 x—2 x—2
Esto por el teorema 3.1 inciso (1).
2 _
4 Lim 2x= —3x+1
x—1 x—1
Respuesta.-
2 _ —
fim 2L 2 DED oy fmr =1,
x—1 x—1 x—1 x—1 x—1 x—1
Esto por el teorema 3.1 inciso (1).
2_ 42
5. lim M
h—0 h
Respuesta.-
h 2 t2 2 2th 2 t2
fim UFRT 8 B2 (2f k) = lim 2t 4 lim b = 2t
h—0 h h—0 h h—0 h—0 h—0
Esto por el teorema 3.1 inciso (1).
2 _ 2
X~ —a
6. lim ———, 0.
x50 2 + 2ax + a2 a7
Respuesta.-
, x2—a?2 (x—a)(x+a) . xfa_i%x—ii%”_
im = lim = lim == . = —
x50 x2 +2ax +a> x>0  (x+a)? x=0x+a  limx+lima

x—0 x—0

Por el teorema 3.1 incisos (i),(ii) y (iii).
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7.

10.

11.

12.

2_ 2
Xt —a
lim ——— a #0.
a—0 x2 + 2ax + a?’ 7
Respuesta.-
> 5 limx — lima
. x*—a o (x=a)(x+a) . x—a 50 a0
lim —————— = lim ~———— = lim = = : =
a—0x2+2ax+a*> a=0 (x+a) a»0x+a limx+lima
a—0 a—0

Por el teorema 3.1 incisos (i),(ii) y (iii).

) x% — a?
lim —————, a#0.
x—a x> +2ax +a
Respuesta.-
2_ 2 lim x — lima
) X —a . (x—a)(x+a) . x—a x5 et
lim S5 5 — lim 5 = lim = = - =
x—ax?42ax +a>  x=a (x+a) xsax+a limx+lima
X—ra X—ra

Por el teorema 3.1 incisos (i),(ii) y (iii).

. limtant.

t—0

Respuesta.-

limtant = 0.
t—0

lim(sen 2t + t2 cos 5t).
t—0

Respuesta.-

lim(sen 2t + +* cos 5t) = lim sen 2t + lim £ - lim cos 5t = 0.
t—0 t—0 t—0 t—0

Por el teorema 3.1 incisos (i) y (iii).

lim — = L =1
x—0t X x—0t X
im X
lim —.
x—0" X
Respuesta.- Ya que |x| = —x para x < 0, por lo tanto tenemos
. X . —X
lim =l = lim — =-1.
x—0" X x—=0- X
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2
x I
lim — = lim — =1
x—0t X x—0t+ X
V2
. x
14. lim —.
x—=0" X
Respuesta.- Para x < 0 tenemos Vv x? = |x| = —x entonces,
N
: x . =X
lim — = lim — = —1.
x—0" X x—0" X

Utilizar la relacién lirr(l) (senx)/x para establecer las igualdades de los Ejercicios del 15 al 20.
x—

15. lim SN2 _

x—0 X

2.

Respuesta.- Sea sen(2x) = 2sen x cos x entonces

sen2x 2sen x cos x sen x
= =2cosx ( )
x X
de donde
. sen2x . sen x . . . senx
lim = lim (2 CoSs X ) = 1lim2-lim cosx - lim =2.
x—0 X x—0 X x—0 x—0 x—0 X
. tan2x
16. lim =2

x—0 senx

sen2x
Respuesta.- Ya que tan2x = entonces,
C

0s2x

tan 2x . sen2x . 2senxcosx . 2cosx
lim =1 = =1 =

x—0 senx X0 cos2xsenx  x—0 cos2xsenx  x—0 COS2X

5
17. lim 222% _ 5
x—0 senx

Respuesta.- Primeramente tenemos,

lim sen 5x ~ lim [(senx) (sen5x>} T sen5x.

x—0 senx x—0 X sen x x—0 X
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Luego usando la formula sen(x + y) = sen x cos y + cos x seny obtenemos,

. senbx . sen(4x + x)
lim = lim ———~
x—0 X x—0 X

sen4x cos x + sen x cos 4x

= Ilim
x—0 X
) 2sen2xcos2xcosx  senx
= Iim + cos4dx
x—0 X
. sen2x sen x
= lim 2cos2x cosx + cos4x
x—0 X
. sen2x ,
pero sabemos que lim = 2, asf
x—0 X

lim sen 5 = lim (sen2x2c052xcosx+ sen ¥ cos4x> =2-241-1=5.
x—0 senx x—0 X X

18. lim sen5x — sen 3x _ 5

x—0 X

Respuesta.- Sabemos por ejercicios anteriores que

. senbx . sen2x
lim =5, y lim =2
x—0 X x—0 X
entonces
. sen3x . sen(2x + x)
111’1’1 = hm B ——
x—0 X x—0 X

sen 2x cos x + sen x cos 2x

= lim
x—0 X

. sen2x sen x
= Iim Ccos X + Ccos 2x
x—0 X X

por lo tanto

lim =24+41=3
x—0 X
Asf, por el teorema 3.1(ii),
. senbx —sen3x . senb5x sen3x
hm _ = hm —
x—0 b x—0 X X
. senbx . sen3x
= lim — lim
x—0 X x—0 X
= 5-3
= 2.
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Chapter 3. Funciones continuas 3.6. Ejercicios

. senx —senda
19. im ——— = cosa.
x—a X —a

Respuesta.- Por el teorema 2.3 (g) sabemos que

a—>b a+b
sena —senb = 2sen cos 5
de donde
5 X—a xX+a X—a
. senx —sena <5 cos — N ) x+a
Iim —————— = lim = lim cos
x—a X —a x—a X —a x—a X —a 2
2
pero,
X—a
sen
. . sen xX—a
lim ——2— = lim yzl, yaque, y = e y—0 como x —a.
x—a X —4a y—0 Yy
2
asi,
X —a
lim 2 cosx—HZ = imx+a = cosa
x—a X —4a 2 T Xoa 2 a ’
2
1—cosx 1
20. im ————— = —.
x—0 x2 2
Respuesta.- Sea,
. 1—cosx . (1—cosx)(1+cosx) .. 1—cos’x
lim ————— = lim =Ilim ———+—
x—0 X2 x—0 x2(1 + cos x) x—0 x2(1 4 cos x)
Luego, ya que cos? x +sen’x =1 = 1 — cos? x = sen” x, entonces
. 1 — cos? x . sen? x 1
Iim ———+— = lim .
x—0 x2(1 + cos x) =0\ x  14cosx
) sen x\ 2 1
= Ilim ( )
x—0 X 1+ cosx
. senx senx 1
= lim . .
x—0 x X 1+ cosx
. 1
= lim-——
x—0 1+ cos x
1
= 3

1-v1I—-x2 1
21. Demostrar que lim 7236 = .
x—0 x 2
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Demostracion.- Multiplicando por el limite dado por 1+ v'1 — x? tenemos,

lim = Ilim 1_(1_x2)
x50 120 x2(1+ /1 — x2)
. x?
= lim
=0 x2(1+ V1 —x2)
- Bm—
=014 /1—x2
1

22. Una funcién f estd definida como sigue:

23.

senx si x <g,
f(x)_{ux+b si x>g¢

siendo a4, b, c constantes. Si b y ¢ estan dados, hallar todos los valores de a (si existe alguno) para los
que f es continua en el punto x = c.

Respuesta.- Por definicién de continuidad, de una funcién en un punto, conocemos que f es con-
tinua en x = c el cual significa que f estd definidaency lim f(x) = f(c).
X—C

Ya que sen x y ax + b son definidos para todo x € R, conocemos que f es conocida en x = c para todo
c € R. Entonces podemos encontrar valores de 4 tal que

lim £(x) = £(c).

X—C
Por la definicién de f, sabemos que
f(c) =senc

Entonces, evaluamos el limite en x — ¢ a través de valores mayores que c (ya que el limite en x — ¢
a través de valores menos que c es f(c) ya que sen x es una funcion continua y para valores menores
quec, f(x) = senx),

lim f(x) = lim ax+b=ac+b

x—ct x—ct

y por lo tanto, para que f sea continua en ¢ debemos tener,

ac+b=senc = b =0, yaes arbitrario.

Resolver el ejercicio 22 si f se define de este modo:

f(x)— 2senx si x <g,
Tl ax?+0b si x>,

Respuesta.- Por la definicién de continuidad, conocemos que f es continua en x = ¢ el cual significa
que f(c) es definida y ibn}f(x) = f(c). Ya que 2cosx y ax? + b estd definida para todo x € R,

conocemos que f es definida para todo ¢ € R. Entonces para demostrar que es continua debemos

demostrar
lim f(x) = £(c).

X—C
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De la definicién de f sabemos
f(c) =2cosc.

Entonces, tomando el limite como x se aproxima a ¢ por la derecha (ya que lim f(x) = f(c), 2cosx
X—Cc—

es continua y f(x) = 2cos x cuando x se aproxima a ¢ por la izquierda),

lim f(x) = lim ax*4+b = ac® +b.

x—ct x—ct

Asi, debemos tener

2cos —b
ac* +b=2cosc = az%sic#o.

Si ¢ = 0 entonces,

ac® +b=2cosc => b =2 y aes arbitrario.

24. ;En qué punto son funciones continuas la tangente y la cotangente?.

Respuesta.- Sea

y senx, cosx son continuas para todo los ntimero reales de donde sabemos por el teorema 3.2 que
tan x es continua en todas partes, por lo que cos x no es cero. Probamos que

s
cosx =0 < x:5+n7r, nez.

por lo que tan x es continuo para
{xEIR|x7ég+nr(, neZz}

Similarmente
oS X

sen x

cotx =

y por el teorema 3.2 tenemos que cot x es continua en todo lugar donde sen x no sea cero. Luego
probamos que,

senx =0 < x=nm née€-Z.

Por lo tanto, cot x es continua para

{x € R|x # nm, n € mathbbR}.

25. Sea f(x) = (tanx/x) si x # 0. Esbozar la gréfica de f correspondientes a los intervalos semiabiertos
[—47,0]. ;Quéle ocurre a f(x) cuando x — 02 ;Puede definirse f(0) de modo que f se haga continua
en 0?.

Respuesta.-
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f(x)
15

0.5

—-06 —-04 —02 x

Tenemos que,
. tanx . sen x
lim = lim
x—0 X x—0 X COS X

= i [(325) cosd]

x—0 X

= lim cosx
x—0

= 1

tan x ) .. ., . .
ya que f(x) = —— no esté definida en cero entonces no es una funcién continua. Sin embargo, dado
x

que el limite existe, podriamos redefinir f por:

tanx

si x#0

1 si x=0

26. Este ejercicio ofrece otra demostracién de la continuidad de las funciones seno y coseno. a) La de-
sigualdad | sen x| < |x|, valida para 0 < |x| < 47, fue demostrada en el ejercicio 34 de la seccién 2.8.
Utilizarla para demostrar que la funcion seno es continua en 0. b) Hacer uso de la parte a) y de la
identidad cos2x = 1 — 2 sen? x para demostrar la continuidad del coseno en 0.

Demostracion.- Demostraremos primeramente que lin}) senx = sen(0 = 0.
X—

Para todo € > 0 existe un § > 0 tal que | sen x| < € entonces |x| < J. Sea § = ¢, se tiene
|senx| < |x]6 =, dedonde 0 < |x| < &

asi, sen x es continua en 0.
Por ultimo usando la identidad dada, tenemos que

2 X
E/

2

cos(2x) =1—2sen"x = cosx1 —2sen
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27.

por lo tanto

limcosx = lim (1 — 2sen? E)
x—0 x—0 2
2
= 1-21lim [sen (E) sen (sen)]
x—0 2 X
= 1
= cosO.

asi, el coseno es continuo en 0.

La figura siguiente muestra una proporciéon de la grafica de la funcién f definida como sigue:
1 .
f(x):sen; si x#0

Para x = 1/(nm), siendo n entero, tenemos sen(1/x) = sen(nm) = 0. Entre dos de esos puntos,
la funcién asciende hasta 1 y baja otra vez hasta 0 o bien desciende a —1 y vuelve a subir a 0. Por
consiguiente, entre cualquiera de esos puntos y el origen, la curva presenta infinitas oscilaciones. Esto
sugiere que los valores de la funcién no tienden a ningtin valor fijo cuando x — 0. Demostrar que no
existe ningun valor real A tal que f(x) — A cuando x — 0. Esto demuestra que no es posible definir
f(0) de manera que f sea continua en 0.

f(x)

Demostracion.- Supongamos que existe algtin A € R tal que lirr(1) f(x) = A. Dela definicién de limites
X—

esto significa que para todo € > 0 existe un J > 0 tal que
|f(x) — A] < e siempre que 0 < |x| < ¢

Primero, afirmamos que para cualquiera de estos A debemos tener |A| < 1. Debe ser asi porque si
|A| > 1 entonces |A| —1 > 0, de donde podriamos elegir € tal que 0 < € < (|]A| — 1). Pero se tiene
|f(x)| <1 para todo x, por consiguiente

[f(x) Al = A= f(X)| = |A[ - [f(x)| = |A[ -1 > e

Esto contradice nuestra eleccién de €, por lo que |A| deber ser menor o igual que 1.
Luego supongamos |A| < 1y elegimos € = % > 0. Para obtener nuestra contradiccién debemos

demostrar que no existe § > 0 tal que

1
If(x)— Al < 5 siempre que 0 < |x| < &
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Por la propiedad de Arquimedes de los ntimeros reales sabemos que para cualquier x € IR, existe un
entero positivo tal que n con n = 1 (modk 4). Pero,

2
0<—< x| = 0< < |x|
nrt 7T

2
(n+2)

Entonces, por la definicion de f yyaquen =1 (mod 4) yn+2 =3 ( mod 4), tenemos

(3@ 2
pero,
‘f(”;)_A‘ — 1-4l<) = L<A<1
Ademas,
‘f{(n—zz)n]—A‘:|—1—A|>;

Esto contradice que si hII(l) f(x) = A entonces para cada € > 0 tenemos |f(x) — A| < € para todo
xX—

0 < |x| < 4. En otras palabras, encontramos un € mayor que 0 tal que no importa tan pequefio que
elijamos J existe un x tal que |x| es menor que 6, pero |f(x) — A| es mayor que €. Esto contradice la
definicién de lirr(l) f(x) = A. Por lo tanto no puede haber tal niemero en A € R.

X—

28. Para x # 0, sea f(x) = [1/x], designado por [t] el mayor entero < t. Trazar la grafica de f para
los intervalos [—2, —1] y [£,2]. ;Qué le ocurre a f(x) cuando x — 0 tomando valores positivos? ;y

tomando valores negativos? ;Puede definirse f(0) para que f sea continuo en 0?

Respuesta.-

N J

-2 -15 -1 —0.5 0.5 1 15

oo

Oe-4

ce

Como x — 07, f(x) toma valores positivos arbitrariamente grandes.
Como x — 07, f(x) toma valores negativos arbitrariamente grandes.
No hay manera de definir f(0) para que f sea continuo en 0.
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29. Hacer lo mismo que en el ejercicio 28, cuando f(x) = (—1)[1/] para x # 0.

Respuesta.-

15

0.5

—0.5

Como x — 07, f(x) alterna entre 1y —1.

Como x — 07, f(x) alternaentre 1y —1.

No hay forma de definir f(0) para que f sea continuo en 0, ya que f(x) tomard ambos valores 1y —1
no importa cuan pequerio elijamos nuestro § > 0.

30. Los mismo que en el ejercicio 28, cuando f(x) = x(—1)[1/*) para x # 0.
Respuesta.-

£x)

1
AN /
2 -1 1 2 ¥
/ AN
/ i \

Como x — 07, f(x) — 0.
Comox — 07, f(x) — 0.
Si definimos f(0) = 0 entonces f es continuo en 0.
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31.

32.

33.

Dar un ejemplo de una funcién continua en un punto de un intervalo y discontinua en los demds
puntos del intervalo, o probar que no existe una tal funcién.

Demostracién.- Sea f una funcién en el intrevalo [—a, 4] tal que,

f(x):{ x para x€Q

—x para x €R

Por lo tanto, la funcién f es continua solo en el punto x = 0, y discontinuo en todos los demds puntos
del intervalo [—a, a].

Sea f(x) = xsen(1/x) si x # 0. Definir f(0) de manera que f sea continua en 0.

1
Demostraciéon.- Ya que —1 < sen po < 1 para todo x # 0 sabemos que,

1
—xgxsenggx, x#0

después se tiene que,

Iim —x=1limx =0
x—0 x—0

Aplicando el teorema 3.3 concluimos,

. 1
limxsen— =0
x—0 X

Por lo tanto, definiendo f(0) = 0, extendemos f a una funcién continua en 0.

Sea f una funcién tal que |f(u) — f(v)| < |u — v| para todos los valores u y v de un intervalo [a, b].

a) Probar que f es continua en cada punto de [, b].

Demostracion.- Sea h cualquier punto en [a,b], de donde para todo € > 0 con § = € se tiene
por hipétesis que,
lx—h|<d = |[x—h|<e = |f(x)—f(h)]| <e

Asi, para todo € > 0, tenemos |f(x) — f(h)| < € siempre que |x — h| < 4,y por lo tanto

lim f(x) = £ ()
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b) Suponiendo que f sea integrable en [a, b], demostrar que

[ Feax— 0 -] < E52

Demostracién.- Sea x € [a, b] tenemos,
f() = fl@) <[x—a| =x—a
y sabemos que,
b
| fla) dx = 0= a)f(a)
entonces,

[ # ax— - arfta)

IA
=
2
|
pud
2
QU
=

IN
<
=
|
=
2
=
I
=
<
—~
=
|
N
N—
I W
=

¢) Mds general. Demostrar que para cualquier ¢ de [a, D], se tiene

[ f) dx— - a)f0

Demostracién.- Similar a la parte (b) se tiene que,

[ f) x— - a)f0

A
=
Kad
|
\'\
=
=
=
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Luegoyaquec € [a,b]y|x —a| = —(x —c)parax < cy|x —c|=x—cparax > ¢,

/uh|x—c|dx = ./L;C—(x—c)dx+./c.b(x—c)dx

2|¢ c 2b b
= ——&| tcx| +45| —c-x
2 a a 2 Cc c
2 —c2 P2 _ 2
= > +c(c—a)+ 5 —c(b—c)
2 42
= 2 ;b +c—c(b+a)
Pero, sabemos que ¢ € [a, b] implica que ¢ < b por lo que
2 32 2 32
T e cpra) = I vele— (b +a)
2, 2
<t T b —b-a)
2, 2
_ b —;—a b
b —2ab+a?
B 2
_ (b-a)
N 2

3.7 funciones compuestas y continuas

Definicién Sean u y v dos funciones dadas cualquiera. La compuesta o la composicién de 1 y v en ese orden se
3.5 define como la funcién f para la cual
f(x) = ufo(x)]

Es decir, para calcular el valor de f en x primero se calcula v(x) y luego se calcula u e el punto v(x).
Naturalmente que para que este calculo tenga sentido, es necesario que los valores de v(x) entren en el
dominio de la funcién u, y f estard sélo definida en aquellos puntos x para los cuales v(x) estd en el
dominio de u.

La notacién para indicar composicion es:
f=uov

que tiene una analogia con la notacién de producto u - v. En efecto, se verd a continuacién que la op-
eracion de composicion tiene algunas de las propiedades de la multiplicaciéon La ley asociativa estd dada

por:
uo(vow)=(uov)ow

La demostracién inmediata. Luego la ley conmutativa no es siempre vélida en la composicion.
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Suponiendo que v continua en p y que u es continua en g, siendo g = v(p), la funcién compuesta f = uov
es continua en p.

Demostracién.- Puesto que u es continua en g, para todo entorno Nj[u(q)] existe un entorno N;(¢) tal
que
u(y) € Nu(q)] siempre que y € Na(q).

Pero q = v(p) y v es continua en p, de modo que para el entorno N;(g) existe otro entorno N3(p) tal que
v(x) € Ny(q) siempre que x € N3(p).

Si ponemos y = v(x) y combinamos estas tltimas, encontramos que para todo entorno Nj(u[v(p)])
existe un entorno Nj3(p) tal que

ulv(x)] € N1[f(p)] siempre que x € N3(p),
o, dicho de otro modo, puesto que f(x) = u[v(x)],

f(x) € N1[f(p)] siempre que x € N3(p).

Esto significa que f es continua en p, como se afirmo.

3.8 Ejercicios
En los Ejercicios del 1 al 10, las funciones f y g estdn definidas por las férmulas dadas. Si no se dice lo
contrario, los dominios de f y g consisten en todos los niumeros reales. Pongamos h(x) = f[g(x)] siem-
pre que g(x) esté en el dominio de f. En cada caso, precisar el dominio de / y dar una o mas férmulas
para la determinacion de h(x).
1. f(x) = x* —2x, g(x)=x+1

Respuesta.- Sea h(x) = f[g(x)] entonces,

hix)=(x+1)2—2x=x>+2x+1-2x=x2+1

esto es vélido para x € R.

2. f(x) =x+1, g(x) = x2 — 2x.
Respuesta.- Sea h(x) = f[g(x)] entonces,
h(x)=x*—2x+1=(x—1)2

vélido para x € RR.
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3. f(x) =%, six <0  g(x) =x2
Respuesta.- Sea h(x) = f[g(x)] entonces,
h(x) = Va2 = |x].

Ya que g(x) > 0la composicion es vélida para todos x € R.

4. f(x) =+/xsix >0, g(x) = —x2.
Respuesta.- Sea h(x) = f[g(x)] entonces,

h(x) =+ —x2

Ya que —x? < 0y /x > 0la composicién sélo estd definida para x = 0.

Esto es valido para x > 0.

7. f(x) =senx, g(x) =+/xsix >0.
Respuesta.- Sea h(x) = f[g(x)] entonces,
h(x) = sen (Vx) .

Es valido para x > 0.

8. f(x) =+/xsix >0, g(x) = senx.
Respuesta.- Sea h(x) = f[g(x)] entonces,
h(x) = v/senx.

Es valido para x > 0, por el hecho de que se define el dominio de f como x > 0.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

f(x) =+/xsix >0, g(x) =x+/xsix > 0.

Respuesta.- Sea h(x) = f[g(x)] entonces,

h(x) = \/x+Vx.

Ya que g(x) = x + /x > 0y f estd definida en x > 0, la composicion es valida para x > 0.

f(x) =+/x++/xsix >0, g(x) =x+4+/xsix>0.

Respuesta.- Sea h(x) = f[g(x)] entonces,

h(x):\/x+ﬁ+\/x+ﬁ

Ya que cada funcién estd definida par x > 0, entonces la composicién es valida para x > 0.

Calcular los limites en los ejercicios del 11 al 20 y explicar qué teoremas se aplican en cada caso.

lim x3+8
x——2x2 —4’
Respuesta.-
3 2 _ 2 _
lim ~ +8 _ lim (x+2)(x*—2x+4) lim © 2x+4 _ 3
—»—2x2—4 xs2  (x42)(x—2) x—0 x—2

lirrzl1 V1++/x.
X—

Respuesta.-
lim /14 vx = V3.
x—4
sen(tant
i Sen(tant)
t—0 sent
. senx
Respuesta.- Recordemos que lim =1, por lo tanto
x—0 X
sen(tant 1 sen(tanf 1 sen(tant 1 sen(tant
t—0 sent t—0 | cost sent t—0 \ cost tant t—0cost t—0 tant
cost

sen(cos x)

x—7/2 COS x
sen x

. 7T .
Respuesta.- Sean lim cosx =cos - =0 y lim = 1 entonces
x—7/2 2 x—0 X
. sen(cosx
fim Se(C0SY)

x—7m/2 cos x
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t _
15. lim Ln( 71)
tr t—7t

Respuesta.- Sea x =t — 7r, donde t — 7 es x — 0 entonces,

sen(f — ) senx

lim = lim =1
tom t—TT x—=0 X
2
-1
16. lim S 1
=1 x—1
Respuesta.- Sea lim Nt a1 entonces,
x—0
. sen(x?> —1) ) sen(x? —1) . . sen(x?> —1)
lim ———= =1 1. —————| =1 1) - lim ———= = 2.
x1—>rr} x—1 x1—>n} e (X+1)(X*1) x1—>n}(x+ ) x1—>n} x2—1
, 1
17. lim xsen —.
x—0 X
Respuesta.- Ya que lirrbf(x) =f(0)y
X—
1 1
—1§sen;§1,x7é0 — —xgxsenggx, x#0
como también,
lim —x =0 y limx =0
x—0 x—0
entonces por el teorema 3.3 concluimos que,
. 1
lim xsen — = 0.
x—0 X
1—cos2
18. lim — >
x—0 X
Respuesta.- Sea cos(2x) = 1 — 2sen? x entonces,
lim 1 — cos(2x) ~ tim 1—(1—2sen?x) 5. lim sen” x i S iy SEOY o
x—0 x2 x—0 x2 x—0 X x—0 X x—=0 X

. VIi+x—+1—x
19. lim .
x—0 X

Respuesta.-

lim Vi-x—vV1-x _ fim (VI+x—vV1-x) (VI+x++V1—x)

x—0 X x—0 x(\/l—l—x—i-\/l—x)

o (140 -(-%)
o Y Y )

2
lim
=014+ x+v/1—x

= L
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1 —/1—4x2
20. lim ————.

x—0 x2

Respuesta.-

1-Vi—a? (1= vI=a2) (14 VI 42)
lim ———— = lim

=0 x2 ¥—0 2 (1 4 m)

) 1—(1—4x?)
= lim
¥=0 x2 (1 + V1 - 4x2>

= lim 4

=01 — /T — 422
= 2

21. Sean f y g dos funciones definidas como sigue:

X+ |x|

flx) = para todo x, g(x) = { x para x <0,

DR para x>0

Hallar una férmula (o férmulas) para el célculo de la funcién compuesta h(x) = f[g(x)]. ;Para qué
valores de x s continua h?.

Respuesta.- Si x < 0, tenemos |x| = —x de donde podemos calcular la composicién de la siguiente
manera,

0 si x<0,
h(x>:{x2 si x>0.

Ciertamente vemos que & es continuo para todo x # 0, ya que las funciones constante #8x) = 0y el
polinomio /(x) = x? son continuos. Ademés / es continuo en x = 0 ya que,

lim h(x) = lim h(x) = lim h(x) = h(0).

x—0~ x—0t

22. Resolver el ejercicio 21 cuando f y g se definen del modo siguiente:

1S x| <1, [ 2—x% si x| <2,
f(x)_{o si x| >1, g(")—{ 2 si |x|>2,

Respuesta.- Si x| > 2 entonces g(x) = 2y asi |f(x)| > 1. Por lo tanto,

h(x) = f(g(x)) = 0.

Si /3 < x < 2, entonces |g(x)| = |2 — x?| > 1 as,
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Luego si 1 < x < sqrt3, entonces |g(x)| = |2 — x?| < 1 de donde,

h(x) = f(g(x)) = 1.

Finalmente, si |x| < 1, entonces |g(x)| = |2 — x?| > 1. Por lo tanto,

Concluimos que,

h(x)_{l si 1< x| < V3,

0 en otro caso.

Para esta expresién tenemos que h(x) es continua en cualquier punto menos en |x| = 1y |x| = v/3.

23. Resolver el gjercicio 21 cuando h(x) = g[f(x)].

Respuesta.- Si x < 0 tenemos |x| = —x de donde calculamos la composicion de la siguiente man-
era,
X —x

) = glr0) =g |5 | =5 =0,

Si x > 0, entonces |x| = x y la composicion serd,

i) = slf(0) =g | 257

Por lo tanto,

Donde  es una funcién continua para todo x.

3.9 Teorema de Bolzano para las funciones continuas

Teorema de Bolzano. Sea f continua en cada punto del intervalo cerrado [a,b] y supongamos que f(a)
y f(b) tienen signos opuestos. Existe entonces por lo menos un ¢ en el intervalo abierto (a,b) tal que
fle) =0.

|

Basaremos nuestra demostracién del teorema de Bolzano en la siguiente propiedad de las funciones con-
tinuas que establecemos aqui como un teorema.

Conservaci6n del signo de las funciones continuas. Sea f continua en ¢ y supongamos que f(c) # 0. Existe
entonces un intervalo (¢ — J,¢ + &) en el que f tiene el mismo signo que f(c).

Demostracion.- Supéngase f(c) > 0. En virtud de la continuidad para cada € > 0 existe un 6 > 0
tal que:
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If(x)—f(c)] <e = f(c)—e< f(x) < f(c)+esiemprequec —d <x<c+d <= [x—c|<é

Tomando el § correspondiente a € = f(c)/2 (este € es positiva) entonces se sigue,
1
Ef(c) < f(c) < %f(c) siempre quec —d < x <c+46

De aqui se deduce que f(x) > 0 en este intervalo y por tanto f(x) y f(c) tienen el mismo signo. Si

f(c) < 0setoma é correspondiente a € = — 5 f(c) y sellega a la misma conclusién.

Nota.- Si existe continuidad a un lado de ¢, entonces existe el correspondiente intervalo unilateral [(c, ¢ +
5)o(c—46,c)]

Demostracion del teorema de Bolzano.- Para fijar ideas, supéngase f(a) < 0y f(b) > 0. Puede haber
muchos valores de x entre a y b para los cuales f(x) = 0. Se trata aqui de encontrar uno y esto se hara
determinando el mayor x para el cual f(x) = 0. Para ello, sea S el conjunto de todos los puntos del
intervalo [a, b] para los cuales f(x) < 0. Hay por lo menos un punto en S puesto que f(a) < 0. Por lo
tanto, S es un conjunto no vacio. S estd acotado superiormente puesto que todos los puntos de S estdn
en [a,b], y puesto que todo conjunto no vacio de ntimeros reales que estd acotado superiormente tiene
un extremo superior, a éste se le llama c. Se trata de demostrar que f(c) = 0.

Hay so6lo tres posibilidades: f(c) > 0, f(c) > 0y (¢) = 0. Si f(c¢) > 0 hay un intervalo (¢ — ,c + J) o
(¢ —6,c] sic = b, entonces f(x) es positivo. Por tanto, ningtin punto de S puede estar a la derecha de
c — 6y asic—J es una cota superior del conjunto S. Pero ¢ —J < ¢y ¢ es el extremo superior de S. De
donde concluimos que la desigualdad f(c) > 0 es imposible. Si f(c) < 0 hay un intervalo (¢ — J,c + )
o[c,c+6)sic=a, enelcual f esnegativa y por tanto f(x) < 0 para algun x > ¢, en contra del hecho
de que c es una cota superior de S. De donde f(c) < 0 también es imposible. Asi s6lo nos queda la
posibilidad de que f(c) = 0. Ademds a < ¢ < b puesto que f(a) < 0y f(b) > 0. Con lo que queda
demostrado el teorema de Bolzano.

3.10 Teorema del valor intermedio para funciones continuas

Consecuencia inmediata edl teorema de Bolzano es el teorema del valor intermedio para funciones con-
tinuas.

Sea f continua en cada punto de un intervalo [a, b]. Si x; < x, son dos puntos cualesquiera de [, b] tales
que f(x1) # f(x2), entonces la funcién f toma todos los valores entre f(x1) y f(x2) en algun lugar del
intervalo (x1, x2).

Demostracion.- Supongamos f(x1) < f(x2) y sea k cualquier valor entre f(x1) y f(x2). Sea g la funcién
definida en [x1, x;] como sigue:
8(x) = f(x) — k.

Entonces g es continuo en cada punto de [x1, x3], y tenemos

g(x1) = f(x1) —k <0,  g(x2) = f(x2) —k>0.

Aplicando el teorema de Bolzano para g, tenemos g(x) = 0 para algun c entre x1 y x. Pero esto significa
f(c) =k, quedando asi demostrado el teorema.
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Si n es un entero positivo y si a > 0, entonces existe exactamente un b positivo tal que b"* = a.

Demostracion.- Escojac > 1tal que 0 < a < ¢, y considere la funcién f definida en el intervalo [0, ¢] por
la ecuacion f(x) = x,. Esta funcién es continua en [0, ¢], y en los extremos tenemos f(0) = 0y f(c) = c".
Puesto que 0 < a4 < ¢ < ¢" el nimero a dado estd comprendido entre los valores de la funcion f(0)
y f(c). Por tanto, en virtud del teorema del valor intermedio, se tiene f(x) = a para algun x en [0, c],
digamos para x = b. Esto prueba la existencia de por lo menos un b positivo tal que b"” = a. No puede
haber mds que uno tal que puesto que f es estrictamente creciente en [0, c|, con lo cual queda demostrado
en teorema.

3.11 Ejercicios

n
1. Sea f un polinomio de gradon, f(x) = Y. cx¥, tal que el primero y el tltimo coeficiente ¢y y ¢, tienen
k=0

signos distintos. Demostrar que f(x) = 0 por lo menos para un valor positivo de x.

Demostracién.- Tenemos que evaluar la funcién f en el punto 0 de la siguiente manera,
- k
f(0) =} a0 = co
k=0

donde notamos que f(0) tiene el mismo signo que cy, luego

_ 1
F(x) = cnd™ + 210" T4 oa® = X (1+Cn ! +...+CO~)
Cn Cn Xn

se sigue que para un x grande se tiene,

1 1 1
%—1-;+...+CO.—>O

cp x"

1+
Cn

por lo que f(x) tendra el mismo signo que c, para un x grande, luego para x > 0,

Cn—1 1 Cco 1
T4+ 2= . ..+ == ) >0
X (—l— o x—0— —O-Cn x”)

que nos dice que cuando multiplicamos un ndmero positivo por ¢, el resultado tendra el mismo signo

que cy.
Por lo tanto debemos demostrar que el término es realmente positivo. Primeramente,
cp—1 1 co 1 cp—1 1 co 1
T+l oy s (L S 2R
h X cp  x" cn X cy XM
esto es cierto ya que,
¢ 1 ci )
L. > L paratodo1 <i<n-1
Cn x"il Cn xn,Z

Ahora, dado que estamos mostrando que hay un tamario suficientemente grande de x como para que
nuestra afirmacién sea verdadera, dejemos que

c
"C ‘}, donde |c;| = max{|col, |c1],...,|cnl}-
a

X > max {1,
n
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1 1
Ya que x > 1 sabemos que L~ gnpara todo n € Z por lo que

1<C”1.1 C().ln) > 1(6”1.+‘_'+C01)
ch X ch X X cn X
- 11— Cn—1  _Cn 4 Co Cn
cp  M-Cy T ley neca
- 11— Cn—1 + + Co
n-cg| n-cy
> 1—( G PR )
n-cg n-cg
1 1
- 1—(+ ..+>
n n
_ 1_(n1>
n
1
= -0
n

Esto prueba nuestra afirmacion, por lo que f(x) tiene el mismo signo que ¢, para un x suficiente-
mente grande. Asi tanto f(0) y f(x) tienen signos diferentes y por lo tanto hay algunos ¢ > 0 tales

que f(c) =c.

2. Un numero real xq, tal que f(x1) = 0 es una raiz real de la ecuacién f(x) = 0. Decimos que una
raiz real de una ecuacién a sido separada si se ha encontrado un intervalo [a,b] que contiene esta
raiz y ninguna otra. Con ayuda del teorema de Bolzano, separar las raices reales de cada una de las
siguientes ecuaciones (cada una tiene cuatro raices reales).

(@) 3x* —2x3 —36x2 +26x —8=0.

Respuesta.-

f(—4) =168, f(—3)=—-143 = f(c1) =0parac; =0 € [—4, 3]

F0)= 8, F(1/2) = % — f(e) = Oparacs € [0,1/2]
£(1/2) = % F(=7)=—7 —> f(c3) = Oparacs € [1/2,1]
f(1)=-7, f(4) =200 = f(c4) =0paracy € [—7,4]

(b) 2x* —14x2 +14x — 1 =0.
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Respuesta.-
f(—4)=, f(-3)=-7 = f(c;) =0paracy €[4, 3|
f(0)= f(1)=1 —> f(c) =0paracy € [0,1]
f(1) =, f(3/2)=—% = f(c3) =0paracs € [1,3/2]
f3/2) =%, f@)=3 = flex)=0paracs € [3/22]
(© x*+4x° +x2 —6x+2=0.
Respuesta.-
F(=3) =2, f(~5/2) = *1% — f(c) = 0 para ¢y € [~3,—5/2]
F(=5/2) = —%, F(=2) =2 — f(c)) = Oparacy € [-5/2,—2]

f(0)=2, f(1/2):—R = f(c3) =0paracs €[0,1/2]

f(1/2):—ﬁ, f(1)=2 = f(cy) =0paracys € [1/2,1]

3. Sin esun entero positivo impar y a < 0 demostrar que existe un niimero negativo b y sé6lo uno tal que

b" = a.

Demostracién.- Sea f(x) = x" una funcién definida en [c, 0] tal que ¢ < —1. Asi f(x) es una fun-
cién continua en [c, 0]. De donde en los extremos tenemos f(c) = ¢" y f(0) = 0, por lo que

" <ec.
Luego sea a4 un namero que se encuentra entre f(c) y f(0), entonces tenemos
fle)<a< f(0) = "<a<0
Por el teorema del valor intermedio, existe al menos un ntmero negativo b en [c, 0] tal que
f(b)y=a = V'=a.

de donde concluimos que f es una funcién estrictamente creciente en [c, 0], por lo que existe exacta-
mente un b < 0 tal que b" = a.

. Sea f(x) = tanx. A pesar de ser f(7r/4) = 1y f(4r1/4) = —1, no hay ningtn punto x en el intervalo
[7t/4,37t/4] tal que f(x) = 0. Explicar por qué no hay contradiccién con el teorema de Bolzano.

Respuesta.- No se contradice ya que tan x no es continua en el intervalo [7r/4,37/4]ya que no esta
definido en 71/2.
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5. Dada una funcién f de valores reales continua en el intervalo cerrado [0,1]. Supongamos que 0 <
f(x) < 1 para cada x en [0,1]. Demostrar que existe por lo menos un punto ¢ en [0,1] para el cual
f(c) = c. Tal punto se llama un punto fijo de f. El resultado de este ejercicio es un caso particular del
teorema del punto fijo de Brower.

Demostracion.- Sea g(x) = f(x) — x, por lo que g es continua en [0, 1], esto porque la diferencia
de funciones continuas es continua sobre [0, 1], de donde tenemos las siguientes inecuaciones:

8(0) = f(0)=0=£(0), g(1)=/f(1)-1
Luego ya que, Vx € [0,1], entonces 0 < f(x) < 1 por lo que se tiene las siguientes inecuaciones,
0<f0)<1 = 0<g0)<1

g 0<f1)<1, = -1<f1)—1<0 = -1<g(1)<0

Asi g(0) y g(1) tiene signos opuestos, entonces aplicando el teorema de Bolzano existe al menos un
c €(0,1) tal que g(c) =0, que implica f(c) —c =00 f(c) =c.

6. Dada una funcién continua f de valores reales en el intervalo cerrado [a, b]. Suponiendo que f(a) < a
y que f(b) > b, demostrar que f tiene un punto fijo en [a, b].

Demostracién.- Sea g(x) = f(x) — x, de donde f(x) y x son funciones continuas en [a, b], entonces
g(x) es continua en cada punto de [4, b], por hipétesis tenemos,

fay<a = fl)-a<0 = ga)<0

g fby>b = f(b)-b>0 = g(b)>0.

de donde g(a) y g(b) tiene signos opuestos. Por el teorema de Bolzano, al al menos un c en [a, b] tal
que g(c) =0, por lo tanto f(c) —c =00 f(c) = c.

3.12 El proceso de inversién

Definicién Sea f con dominio A y recorrido B. A cada x de A corresponde un y de B tal que y = f(x). Para caday de
3.6 B, existe por lo menos un x de A tal que f(x) = y. Supongamos que existe uno sélo de esos x. Entonces
podemos definir una nueva funcién g de B del modo siguiente:

g(y) = x significa que y = f(x).
Dicho de otro modo, el valor de g en cada punto y de B es el tinico x de A tal que f(x) = x, es decir,
glf(x)] = x para todo x de A y que f[g(y)] = y para todo y de B.

El proceso de inversién puede aplicarse a cualquier funcién f que tenga la propiedad de que para cada
y en el recorrido de f, existe un s6lo x en el dominio de f tal que f(x) = y.
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Toda funcién continua estrictamente mondétona tiene inversa.

Demostracién.- Sean una funcién continua y estrictamente monétona en un intervalo [a,b] y ¢ = f(a),
d = f(b). El teorema del valor intermedio para las funciones continuas nos dice que en el intervalo [, D],
f toma todo valor comprendido entre ¢ y d. Ademds, no puede tomar dos veces el mismo valor porque

f(x1) # f(x2) siempre que x1 # xp [

3.13 Propiedades de las funciones que se conservan por la inversién

Sea f estrictamente creciente y continua en un intervalo [a, b]. Sean ¢ = f(a) yd = f(b) y sea g la inversa
de f. Esto es, para cada y en [c, d], sea g(y) aquel x de [a, b] tal que y = f(x). Entonces

(a) g es estrictamente creciente en [c, d].

(b) g es continua en [c, d].

Demostracion.- Elijamos i1 < y2 en [c,d] y pongamos x1 = g(y1), X2 = §(y2). Entonces y; = f(x1) e
Y2 = f(x2). Puesto que f es estrictamente creciente, la relacion y; < y» implica que x1 < x7,la cual, a su
vez, implica que g sea estrictamente creciente en [c, d]. Esto demuestre la parte (a).

Demostremos ahora b). Elijjamos un punto y, en el intervalo abierto (c,d). Para demostrar que g es
continua en 1o, debemos probar que para todo € > 0 existe un § > 0 tal que

2(yo) — € < g(y) < g(x0) + € siempre que yo < y < yo + 6.

Pongamos xg = g(y0), de modo que f(x9) = yo. Supongamos € dado. (No se pierde generalidad si
consideramos aquellos valores de € bastante pequefios para que xp — € y xo + € queden en el interior de
[a,b].) Sea J el menor de los dos nimeros

f(x0) = f(xo—€) y f(xo+e€)— f(xo)

Es facil comprobar que con este § se verifica. Una ligera modificacién del razonamiento prueba que g es
continua a la derecha de ¢, y a la izquierda de d.

Existe el teorema andlogo para funciones decrecientes. Esto es, la inversa de una funcién f estrictamente
decreciente es estrictamente decreciente y continua. Esto resulta de aplicar el teorema 3.10 a —f.

3.14 Inversas de funciones monétonas a trozos
Para encajar la funcién f(x) = x> con ¢1(y) = /¥ y (y) = —/¥ para cada y en [0,c?] se puede
considerar que la ecuacién y = x2 no define una funcién f sino dos funciones f; y f» donde:

filx)=x* si 0<x<c y frlx)=x*> si —c<x<0.

Estas funciones pueden considerarse como distintas porque tienen dominios distintos. Cada una de ellas
es monotona es su dominio y cada una tiene una inversa, la inversa de f; es g1 y la inversa de f, es g2

donde g1y g» estaindadapor g1(y) = /¥ y & (y) = —,/y paracada y en [0, c?].
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3.15 Ejercicios

En cada uno de los ejercicios 1 al 5, demostrar que f es estrictamente monétona en todo el eje real. Desig-
nese por g la inversa de f. Describir el dominio de g en cada caso. Poner y = f(x) y despejar x en funcién
de y; hallar una férmula (o férmulas) para calcular g(y) para cada y en el dominio de g.

1. f(x)=x+1.

Respuesta.- Primero demostremos que f es monétona. Sea x1,x2 € R con x; < x; entonces
x1+1l<x+1l = f(x) < f(x).

Por lo que, f es estrictamente creciente en IR.
Luego,
y=x+1 — x=y—-1 = glyy=y—-1,VyeR

2. f(x) =2x+5.

Respuesta.- Demostremos que f es mondtona. Sea x1, x, € R con x1 < xp, entonces
X <xp = 2x1<2xp = 2x1+5<2x+5 = f(x1) < f(x).

Por lo que, f es estrictamente creciente en IR.

Luego,

-5
y=20+5 = x="5— = g =75, VyeR

<

3. f(x)=1-—nx.

Respuesta.- Demostremos que f es mondtona. Sea x1, ¥ € R con x7 < x entonces,
Xp<xp = —x1>-x = l-x>1-x = f(x1)>f(x).

Por lo que, f es estrictamente decreciente en R.
Luego,
y=1-x = x=1-y = glyy=1-y VyekR

4. f(x) =3
Respuesta.- Demostremos que f es monétona. Sea x1,x2 € R con x; < x2 de donde consideramos
que
( n X1 )2 n 3x%
x — —
22 4

pero, dado que x, > x; por suposicion, tenemos (x; — x1) > 0. El segundo término del producto
también es positivo ya que es una suma de términos positivos. Por lo tanto,

x% fx:i" = (xp — x1) (x%+x1x2+x%) = (x2—x7)

B-q>0 = flx)> flx)

Asi, f es estrictamente creciente en R.
Luego,

= gy =y, VyeR

QI

y=x> = x=y
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X si x <1,
5. f(x) = le si 1<x<4,
8x2 si x>14

Respuesta.- Demostremos que f es estrictamente creciente en R. Notemos que cada componente es
estrictamente creciente, entonces debemos comprobar que las funciones crece de un intervalo al otro.

x1<1<xn = x< x% = f(x1) < f(x)
1<x1<4<x = xl < 8x1/2 = f(xl) < f(xz).

Por lo tanto, f es creciente en R. Luego,

si y<l1,
si 1<y<16,

Nl—=

~——
Nl

si y>16

X<

Valores medios. Sea f continua y estrictamente monétona en el eje real positivo y sea g la inversa de
f.Sia; <ap < ... < aysonnnameros reales positivos dados, se llama valor medio (o promedio) con
respecto a f al nimero M definido como sigue:

Mi=g (1 éﬂai)) .

En particular, cuando f(x) = x? para p # 0, My es llamado media de potencias p-ésimas. Los ejerci-
cios siguientes se refieren a las propiedades de los valores medios.

6. Demostrar que f(My) = (1/n) Z f(a ) Dicho de otro modo, el valor de f en el promedio My es la

media aritmética de los valores f ( 1), an).

Demostraciéon.- Ya que g es inversa de f sabemos que f(g(x)) = x para todo x en el rango de f,
es decir, para todo x tal que existe algin x € R™ tal que f(c) = x.
Por definicién de valor medio tenemos que,

(i)

Asi, 51 2 f(a;) es en el dominio de g entonces hemos terminado. Por otro lado ya que g es la inversa

de f su dommlo es igual al rango de f. Por lo que demostraremos que este valor es en el rango de f
usando el teorema del valor intermedio.

Sin perder la generalidad, supongamos que f es estrictamente creciente (la suposicién alternativa, que
f es estrictamente creciente, producird un argumento casi idéntico). Entonce, comoa; < a; < ... < ay
son ntimeros reales positivos, tenemos f(a1) < faz) < ... < f(an). (Aqui, si hubiéramos asumido
que f era estrictamente decreciente, las desigualdades de roles se invertirian). Entonces se tendr4,

1 1 1 &
;Z EE ;Zf(“") = f(an).
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Luego por el teorema del valor intermedio, ya que

debe existir algtin ¢ € R". De donde

1 n
Por lo tanto, " Y. f(a;) estd en el dominio de g, por lo que
i=1

Fy) = f [g (31 éf(ai)ﬂ =L L f@)

7. Demostrar que a; < Mf < ay. De otro modo, el promedio de ay,...,a, estd comprendido entre el
mayor y el menor de los g;.

Demostraciéon.- Dado que f es estrictamente monétona en el eje real positivoy a1 < ap < -+ < ay
son 1 reales positivos, sabemos que f es estrictamente creciente o estrictamente decreciente, de donde,

fla;) < flap) <...< f(an) o f(ar)> f(az) > ...> f(an).

Primero, supongamos que f es estrictamente creciente, luego

n n n

fla) < fla) << flan) = Y flar) <5 Y fla) < oY flan),

i=1 i=1 i=1

Dado que f es estrictamente creciente, también lo es su inversa g (por el Teorema 3.10 de Apostol);
asi, tenemos

g (fl éf(m)) < (i éf(@) < (31 éf(%)) = glf(a)] < My < slf(an)] > @ <My <a,
Si f es estrictamente decreciente, entonces

Fla) > o) > o> fla) = Y fla) > L @) > LY flaw)

) st ()

8. Si h(x) = af(x) + b, donde a # 0, demostrar que M;, = My. Esto prueba que funciones distintas
pueden conducir al mismo promedio. Interpretar geométricamente este teorema comparando las gra-
ficasdehy f.

Demostracién.- Sea h(x) = af(x) + b cona # 0. Entonces, & tiene un inverso ya que es estrictamente
monoétona (esto es porque la composiciéon de f y la funcién lineal ax + b, ambas son estrictamente
monotonas para a # 0). De donde su inversa estd dada por,

= ().

a
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Asi,
N (D)
=t (et +])
_ f1<[ ?—1f(a;)}+b—b)

3.16 teorema de los valores extremos para funciones continuas

Definicién Sea f una funcién de valores reales definida en un conjunto S de ntimeros reales. Se dice que la funcién
3.7 f tiene un maximo absoluto en el conjunto S si existe por lo menos un punto c en S tal que

f(x) < f(c) para todo x en S.

El namero f(c) se llama méximo absoluto de f en S.

Definicién Decimos que f es minimo absoluto en S si existe un punto d en S tal que

3.8
f(x) > f(d) paratodo x en S.

Teorema Teorema de acotacién para funciones continuas. Sea f continua en un intervalo cerrado [4, b]. Entonces f es
3.11 acotada en [a,b]. Esto es, existe un namero C > 0 tal que |f(x)| < C para todo x en [a, b].

Demostracién.- Razonamos por reduccion al absurdo o contradiccién, utilizando una técnica llamada
método de biparticion. Supongamos que f no es acotada en [a, b]. Sea ¢ el punto medio de [a, b]. Ya que f
no es acotada en [a, b] tampoco lo estd en al menos uno de los subintervalos [a, c] o [c, b]. Sea [a1, b1] aque-
lla mitad de [a,b] en la que f no estd acotada. Si f no es acotada en ambas mitades, sea [a1, b1 ] la mitad
izquierda de [, ¢]. Continuemos el proceso de biparticion reiteradamente, designando con [a,,41,b,41] la
mitad de [a,, b,] enla cual f no es acotada, con el convenio de elegir la mitad izquierda si f no es acotada

en ambas mitades. Como la longitud de cada intervalo es la mitad de su precedente, observamos que la
. b—a

longitud de [a,, by], es i

Designemos con A el conjunto de los extremos izquierdos a, a1, ay, . . ., asi obtenidos, y sea « el extremos

superior de A. Tal punto « estd situado en [, b]. Por la continuidad de f en «, existe un intervalo de la

forma (« — 6, a + J) en el que
[f(x) = fla)] < 1.
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Si « = a este intervalo tiene la forma [a,a 4 J), y si @ = b tiene la forma (b — ¢, b]. La desigualdad dada

implica
fO <1+ [f(@)],

de modo que f es acotada por 1+ |f(«a)| en ese intervalo. Sin embargo, el intervalo [a,, by, ] esta contenido
—a
271
tada en [ay, by, en contradiccién con el hecho de que f no esta acotada en [a,, by]. Esta contradiccion
completa la demostracion.

en (a — J, + J) cuando n es lo bastante grande para que

< 6. Por consiguiente f también es aco-

Teorema del maximo (minimo. para funciones continuas)Si f es continua en un intervalo cerrado [a, b], exis-
ten puntos c y d en [a, b] tales que

fle)=supf y f(d)=inff.

Demostracién.- Basta probar que f alcanza su extremo superior en [a, b]. Para el extremo inferior basta
tener en cuenta el extremo inferior de f es el extremo superior de — f.

Sea M = sup f. Supondremos que no existe un x en [a,b] para el que f(x) = My se llegard a una
contradiccion. Sea g(x) = M — f(x). Para todo x en [a, b] serd entonces g(x) > 0 con lo que la funcién
reciproca 1/g es continua en [a, b], supongamos 1/g(x) < C par todo x en [a, b], siendo C > 0. Esto im-
plica que M — f(x) > 1/C, conlo que f(x) < M —1/C para todo x de [a, b]. Esto estd en contradicciéon
con el hecho de que M es la menor cota superior de f en [a, b]. Por consiguiente, f(x) = M para por lo
menos un x en [a, b].

Este teorema demuestra que si f es continua en [a,b], el sup f es su méximo absoluto y el inf f es su
minimo absoluto. Luego, en virtud del teorema del valor intermedio, el recorrido de f es el intervalo
cerrado [inf f, sup f].

3.17 Teorema de la continuidad uniforme

Sea f una funcién de valores reales y continua en un intervalo cerrado [a,b] y sean M(f) y m(f) los
valores méximos y minimos respectivamente de f en [, b]. Llamaremos a la diferencia

M(f) = m(f)

la oscilacion de f en el intervalo [a, b]. Se podria utilizar la palabra extension, en lugar de oscilacién, ya
que esta palabra tiene el inconveniente de sugerir funciones ondulares. en el inte Se podria utilizar la
palabra extension, en lugar de oscilacién, ya que esta palabra tiene el inconveniente de sugerir funciones
ondulares.

Sea f continua en un intervalo cerrado [a, b]. Para todo € > 0 existe una particion de [, b], en un nimero
finito de subintervalos, tal que la oscilacién de f en todo subintervalo es menor que €.

Demostracion.- Razonemos por contradiccion, utilizando el método de biparticiones sucesivas. Supong-
amos que el teorema es falso. Esto es, que para un cierto €, por ejemplo para € = ¢y, el intervalo [a, D]
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no puede ser subdividido en un ndmero finito de subintervalos en cada uno de los cuales la oscilacién
de f sea menor que €. Sea c el punto medio de [4,b]. Entonces para ese €y el teorema es falso en por
lo menos uno de los dos subintervalos [a,c¢] o [c,b]. (Si el teorema fuese cierto en ambos subintervalos,
también lo serfa en el intervalo completo [a,b].) Sea [a1,b1] aquella mitad de [a,b] en la que teorema es
falso para €p. Si es falso en ambas mitadas, sea [a1, b1] la mitad izquierda [a, c]. Reiteramos el proceso
de biparticion, designando por [a,1, b,+1] aquella mitad de [a,, b,] en la que teorema es falso para €,
teniendo en cuenta que elegimos la mitad izquierda si el teorema es falso en ambas mitades de [a,, b,].
Notese que la oscilacion de f en cada subintervalo de [a,,, by,] asi construido es por lo menos €.

Llamemos A al conjunto de extremos izquierdos 4, a1, ay, . . ., construidos como se indicé, y sea « la min-
ima cota superior de A. Este punto « estd situado en [a,b]. Por la continuidad de f en a, existe un
intervalo (a« — J,a + ) en el que la oscilacién de f es menor que €. (Si « = a ese intervalo es [a,a + J],
ysia = b, es (b—4,b).) Sin embargo, el intervalo [a,, b,] estd dentro de (v — J,a + &) cuando 1 es lo

—a g s
< J con lo que la oscilacién de f en [ay, by, es también menor que €,

bastante grande para que o

lo que estd en contradiccién con el hecho de que la oscilacién de f es por lo menos €p en [ay, b,]. Esta
contradiccién completa la demostracion del teorema.

3.18 Teorema de integrabilidad para funciones continuas

El teorema de la continuidad uniforme puede utilizarse para demostrar que una funcién continua en
[a,b] es integrable en [a, b].

Integrabilidad de funciones continuas. Si una funcién f es continua en todos los puntos de un intervalo
cerrado [a, ], es integrable en [a, b].

Demostracion.- El teorema 3.11 demuestra que f es acotada en [a,b], con lo que f tiene una integral
superior, I(f), y una integral inferior I(f). Demostraremos que I(f) = I(f).

Elijamos un entero N > 1y sea € = 1/N. En virtud del teorema de la continuidad uniforme, elegido
este € existe una particiéon P = {xg, x1,...,x, } de [a,b] en n subintervalos tal es que la oscilacién de f en
cualquier subintervalo es menor que €. Designemos por My (f) y mi(f), respectivamente, el méximo y
el minimo absolutos de f en el k-ésimo subintervalo [x;_1, x¢]|. Tenemos entonces

Mi(f) —my(f) <e

paracadak =1,2,...,n. Seans, y t, dos funciones escalonadas definidas en [a, b] como sigue:
su(x) =mp(f) si xp 1 <x<xg sp(a) =mi(f),

ta(x) = Mp(f) si xp1 <x<xi, ta(b) = Ma(f).

Tenemos entonces s, (x) < f(x) < t,(x) para todo x de [a, b]. Tenemos también

b n
[
a k=

1

b n
()= 1)y [T = L M)
a =1

La diferencia de esas dos integrales es

[t [ on = X ) — (] (1) < € Yok ) = (b a),

a k=1 k=1
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Puesto que € = 1/N, esta desigualdad puede escribirse en la forma

b b b—a
t—/s<
ooy

Por otra parte, las integrales superior e inferior de f satisfacen las desigualdades

b b b _ b
Sp = 1 = n = = n-
/a <I(f)</Ht e /ﬂ<1(f)</azf

Multiplicando el primer conjunto de desigualdades por (—1) y sumando el resultado al segundo con-
junto obtenemos

b b
1) =10 < [ ti= [ sn
por la relacién I(f) < I(f), tenemos

b—a

0<I(f) - I(f) <

para todo entero N < 1. Por consiguiente, segtin el teorema 1.31, debe ser (f) = I(f). Esto demuestra
que f es integrable en [a, b].

3.19 teoremas del valor medio para funciones continuas

En la Seccién 2.16 se defini6 el valor promedio A(f) de una funcién f sobre un intervalo [a, b] como el

b
cociente / f(x)dx/(b—a). Cuando f es continua, podemos demostrar que este valor promedio es igual

al valor de f en un cierto punto de [a, b].

teorema del valor medio para integrales.. Si f es continua en [g, b], para un cierto ¢ de [a, b] tenemos
b
| £ ax = re)o—a).

Demostracién.- Representamos por m'y M, respectivamente, los valores maximo y minimo de f en [a, b].
Entonces m < f(x) < M para todo x en [a,b]. Integrando esas desigualdades y dividiendo por b — 4,

b
encontramos que m < A(f) < M, siendo A(f) = / f(x) dx/(b —a). Pero ahora el teorema del valor

a
intermedio nos dice que A(f) = f(c) para un cierto ¢ de [a, b]. Esto completa la demostracion.

Teorema del valor medio ponderado para integrales.. Supongamos que f y ¢ son continuas en [4, b]. Si ¢ no
cambia nunca de signo en [a, b] entonces, para un cierto ¢ de [a, b], tenemos

b b
[ g dx = 5(0) [ g(x) d.
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Demostracién.- NO cambiando nunca de signo en [, b], g es siempre no negativa o siempre no positiva
en [a, b]. Supongamos que g es no negativa en [4, b]. Entonces podemos razonar como en la demostracion
del teorema 3.15, excepto que integramos las desigualdades mg(x) < f(x)g(x) < Mg(x) obteniendo

/ dx</f dx<M/ dx.

b b
Si / g(x) dx = 0, esa desigualdad demuestra que / f(x)g(x) dx = 0. En este caso, se satisface para
a

a
cualquier ¢ ya que ambos miembros son cero. De otro modo, la integral de f es positiva, y podemos
dividir por esta integral y aplicar como antes el teorema del valor intermedio para completar la de-
mostracién. Si g es no positiva, aplicamos el mismo razonamiento con —g.
u

3.20 Ejercicios

1. Con el teorema 3.16 establecer las desigualdades siguientes:

< d
10\/5—/0 V1+x

Respuesta.- Sea
— 1 — .9
f(x)*m’ g(x)—x.

Sustituyendo nuestras definiciones de f y g se tiene,

/0.1 1+x /f

Ya que f y g son continuas y g no cambia de signo en [0, 1] podemos aplicar el teorema 3.16,

1 1
/0 f(x)g(x) dx = f(c)/o g(x) dx, para algun ¢ € [0,1].

Luego f es estrictamente creciente en [0, 1], por lo que,

f0)=fle) = f(1) = 1=f(c)=>

Nl

Por lo tanto,

f(l)/olg(x)dxg/Olg(x)dng(o)/olg(x)dx = \1@/()1x9dxﬁf(0)/olx9dxS/le9dx

= L<f(C)/1 © <l
10v2 ~ 0 Vitx 10

2. teniendo en cuenta que v1 —x2 = (1 — x2)/+/1— 22 y por medio del teorema 3.16 obtenemos las
desigualdades

/ Viedr< 1 \/g

frm ed —
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Respuesta.- Sea

f)= o=, s =1-2
Entonces,
1/2 1/2 142 1/2 1/2
| Vi—w = / T = [ Fg) dx = £) | s dx

para algtn ¢ € [0, 1]. Ya que f es estrictamente creciente en [0, 1], tenemos £(0) < f(c) < f(3) el cual

implica que 1 < f(c) < \/g .Y por lo tanto,

Por otro lado también sabemos que,

1/2 1/2 1 1 11
_ .2 S
/0 g(x)dx—/o (1 —x%)dx 5~ 24 = 34"
de donde concluimos que

U\M 2d< 4
24—/ TR sy

3. Utilizar la identidad 1 + x® = (1 + x2)(1 — x? + x*) y el teorema 3.16 para demostrar que para a > 0,

tenemos 5 5 3 5
1 a a o dx a a

—— (-t 4+ )< o<

1+a6<” 3+5>—/01+x2—” 515

Témese a = 1/10 y calcular el valor de la integral con seis cifras decimales.

Respuesta.- Sea
1

14 x6’

a  dx ”1—x2—|—x4 a 1 ya
/0 W‘/O de—/o f(x)g(x) dx_E./o g(x) dx

para algun ¢ € [0,a]. Ya que f es estrictamente creciente en [0, 4], tenemos f(a) < f(c) < f(0). Por lo
tanto,

f(x) gx)=1- x% 4+ x*,

Entonces,

1
1—i—c16_f(c)<1
Es mas,
Ty dr=[(1-22+atyd L
/Og(x) x—/o( x°+x%) dx a_§+§
Asi,

b a—ﬁ+é <f dx <a—£+a—5
1+ ab 3 5) 7 Jo 1+x2~ 3 5 )/)°

1
Ahora calculemos para a = 10’

1 1 ()3 (&) dx L (Lp (1
i [ B = [ = (-
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5 < 0.0996687

0 — 0996686 < /

4. Una de las siguientes afirmaciones es incorrecta. Explicar por qué es falsa.
a) Laintegral [, 47m(sent)/tdt > 0debidoa que [, 37m(sent)/tdt > f |sent|/t dt.

Respuesta.- La integral
4 t

| a0
2 t

T
3 t 47t t
[ g [l
27 t 3T t

b) La integral [, 47m(sent)/t dt = 0 porque, segin el teorema 3.16 para un cierto ¢ comprendido
entre 271 y 471 tenemos

porque

47 4 —
/ _ %/ sentdtocos(zn) cos(47) _o.
2 2

T T c
Respuesta.- La declaracién (b) es falsa ya que el teorema del valor medio ponderado requiere que

la funcién g(t) no cambie de signo en el intervalo [277,47t]. Pero como g(t) = sent cambia de signo
en el intervalo, no podemos aplicar el teorema.

5. Sin es un entero positivo, utilizar el teorema 3.16 para demostrar que

V/ (n+1) —1)"
/ ' nsen(tz) dt = (=1) donde vnmt <c <, /(n+1)m
Vnm ¢

Respuesta.- Tenemos las siguientes ecuaciones:

(n+1)m (n+1)m ) (n+1)m q )
/\/ﬁ f(t)g(t) dt—/m sent dt—/m ¥~tsent dt.

donde f y g son funciones continuas en {\/nn, Vv (n+ 1)7‘[} tal que f(t) = % y g(t) = tsent?.

Ahora veamos si f(f) es un funcién monétona creciente o decreciente para t € [\/ nm,/(n+ 1)71] .

Es decir,
nrt<t<,/(n+1)m % < 1 .
nm
Sabemos que f (y/nm) = ﬁ yf( (n+l)7'c> = (ni—l)n De donde

f( <n+1>n) < £(t) < f (Vi)

Por lo tanto la funcién f es estrictamente decreciente en [\/nn, V(n+ 1)71} .
Ahora estudiaremos el signo de la funcién g(f) mediante las siguientes inecuaciones:

Vit <t<,/(n+1)m = nngtzg(n—i-l)n

236



Chapter 3. Funciones continuas 3.20. Ejercicios

de donde

nw < = sen(nr) <sent’ = 0<sent’ = 0<tsent® = 0 < g(#).

de esta manera podemos verificar que la funcién g no cambia de signo en {\/nn, Vi(n+1) 71} .
Asi, por el teorema del valor medio ponderado para las integrales, tenemos que para algiin ¢ €

[\/ﬁ, \/m} se tiene,

(n+1)m
= / tsen t? dt
N

1 (n+1)m )
= 7/ tsent” dt
¢ Jynm

1 (m+1)m 5
= —/ 2tsent” dt
2¢ J\/um

(n+1)m
= %/ sen(x) dx
nrt

1 (n+1)m
= 5 (—cosx)

nrt

(="

c

6. Supé6ngase que f es continua en [a,b]. Si [ ab f(x) dx = 0, demostrar que f(c) = 0 por lo menos para
un ¢ de [g, b].

Demostracién.- Ya que f es continuo en el intervalo [4, b], podemos aplicar el teorema del valor inter-
medio por lo que,

/ahf(x) dx = f(c)(b—a) paraalgunc € [a,b].
Asi,
/bf(x) dx=0 = f(c)(b—a)=0

Pero ya que b > a, sabemos que (b — a) # 0, por lo tanto tenemos un f(c) = 0 para algun cin|a, b].

7. Supéngase que f es integrable y no negativa en [a,b]. Si [ : f(x)dx = O, demostrar que f(x) = O en
cada punto de continuidad de f.

Demostracion.- Demostremos por contradiccion. Sea p € [a,b] un punto en el cual f es continua, y
supongamos f(p) # 0. Que implica f(p) > 0, ya que f es no negativo por hipotesis.Luego, dado que
f es continua en p), sabemos por la propiedad de conservacion de signo de las funciones continuas
(Teorema 3.7), que existe alguna vecindad alrededor de p, por ejemplo (p — 6, p + J) tal que f(x) tiene
el mismo signo que f(p) para todo x € (p —J,p + ), es decir, f(x) > 0 paratodox € (p—J,p+9).
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Pero entonces por la propiedad monétona de la integral sabemos,

p+o

"p+6
5 f(x)dx>/ 0dt =0

Entonces,
b p—b p+o b
/ f(x)dx = f(x) dx+/ f(x)dx+/ f(x)dx =
a a p—o p+o
Por lo que se contradice ya que f es no negativa. Luego,

p—o

f(x)dx 'y /+5f ) dx > 0.

a

Como || rf’j; f(x) dt es estrictamente positiva, la suma de las tres partes de la integral | ﬂb f(x) dx no
puede ser igual a 0.

8. Supodngase que f es continua en [a,b] y que f f(x)g(x)dx = O, para toda funcién g que sea continua
en [a,b]. Demostrar que f(x) = O para todo x en [a, ].

[ s a= [ dx=0

[ fsgtxyaxr=o,

para toda funcién g, donde podemos elegir g(x) = f(x). Ya que f es continua en [a, b], entonces f2 es
continua en [a, b] por lo que se tiene,
/ £(x) dx = 0.

Cabe mencionar que f2 es integrable y no negativa en [a,b]. Luego sabemos que si fab f2(x) dx = 0.,
entonces por el anterior ejercicio f2(x) = 0 para cada punto de continuidad de f2. Luego ya que
f2(x) = 0 entonces f(x) = 0 para todo x € [a,b].

Demostracion.- Se tiene,
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4

Calculo diferencial

4.4 Derivada de una funcién

Definicién Definicién de derivada. La derivada f'(x) esta definida por la igualdad
4.1

h—0 h !

siempre que exista el limite. El ntimero f’(x) también se denomina coeficiente de variacién de f en x.

Ejemplo Derivada de una funcién potencial de exponente entero positivo. Consideremos el caso f(x) = x", siendo n
4.1 un entero positivo. El cociente de diferencias es ahora

flath) —f(x) _ (x+h)"—x"

h h

Para estudiar este cociente al tender / a cero, podemos proceder de dos maneras, o por la descomposicién
factorial del numerador considerado como diferencia de dos potencias n-simas o aplicando el teorema
del binomio para el desarrollo de (x + h)". Seguiremos con el primer método.

En 4lgebra elemental se tiene la identidad
n—1
at —pt = (b _ 11) Z akbnflfk
k=0

Sisetomaa = x +hy b = x y dividimos ambos miembros por /, esa identidad se transforma en

n _ 41 n—1
(x + h) X _ Z (x _|_ h)kxt’l—l—k
h k=0

En la suma hay 7 términos. Cuando & tiende a 0, (x + h)* tiende a x*, el k-ésimo término tiende a

xkx"=1=F = x"=1 y por tanto la suma de los 1 términos tiende a nx"~!. De esto resulta que

fl(x) =nx"1 Va
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4.4. Derivada de una funcién Chapter 4. Caélculo diferencial

Derivada de la funcién seno. Sea s(x) = sen x. El cociente de diferencias es

s(x+h)—s(x) sen(x+h)—senx

h h

Para transformarlo de modo que haga posible calcular el limite cuando /# — 0, utilizamos la identidad
trigonométrica
y—Xx y+x

5 oS

cos x+k
2

Como h — 0, el factor cos(x + %h) — cos x por la continuidad del coseno. Asi mismo, la férmula

seny —senx = 2sen

poniendo y = x + h. Esto conduce a la férmula

NI

sen(x +h) —senx  sen
]

. senx
lim =1,
x—0 X

demuestra que

h
sen 5

h

2

— 1 paratodo h — 0

Por lo tanto el cociente de diferencias tiene como limite cosx cuando # — 0. Dicho de otro modo,
s'(x) = cos x; para todo x; la derivada de la funcién seno es la funcién coseno.

Derivada de la funcién coseno. Sea c(x) = cos x. Demostraremos que ¢’(x) = — sen x; esto es, la derivada
de la funcién coseno es menos la funcién seno. Partamos de la identidad

y;xsen-‘/;x

%sen x—{—k
5

La continuidad del seno demuestra que (x + %h) — x cuando h — 0; luego ya que

Ccosy —cosx = —2sen
y pongamos y = x + h. Esto nos conduce a la férmula

cos(x +h) —cosx _ se
. - _

NI B

h
sen 5

A — 1 paratodo h — 0
2

obtenemos ¢’(x) = —senx.

Derivada de la funcién raiz n-esima. Si 72 es un entero positivo, sea f(x) = x'/" para x > 0. El cociente de
diferencias para f es

flxth)—f(x) _ (x+m)l/m—xt/m
: .
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Pongamos u = (x + h)!/" y v = x!/". Tenemos entonces u" = x +hy v" = x, conlo que h = u" — ",y
el cociente de diferencias toma la forma

fat+h) —f(x) _ u-v _ 1

h Cut—o" w29 4 4 uot-2pn1

La continuidad de la funcién raiz n-sima prueba que u — v cuando h — O. Por consiguiente cada
término del denominador del miembro de la derecha tiene limite v"~! cuando i — O. En total hay

n términos, con lo que el cociente de diferencias tiene como limite v'~"/n. Puesto que v = x/", esto
demuestra que
1
! 1/n-1
X) = —x .
filx) =
[

Ejemplo Continuidad de las funciones que admiten derivada. Si una funcién f tiene derivada en un punto x, es
4.5 también continua en x. Para demostrar, empleamos la identidad

Fla by = fx) 0 (L =TE)

que es vélida para i # 0. Si hacemos que i — 0, el cociente de diferencias del segundo miembro tiende
a f'(x), puesto que este cociente esta multiplicando por un factor que tiende a 0, el segundo término del
segundo miembro tiende a 0 - f/(x). Esto demuestra que f(x + k) — f(x) cuando h — 0y por tanto que
f es continua en x. |

4.5 Algebra de las derivadas

Teorema Sean f y g dos funciones definidas en un intervalo comtin. En cada punto en que f y g tienen derivadas,

4.1 también las tienen la suma f + g, la diferencia f — g, el producto f - g y el cociente f/g. (Para f/g hay

que afiadir también que g ha de ser distinta de cero en el punto considerado). Las derivadas de estas
funciones estan dadas por las siguientes férmulas:

M (f+8) =f+¢,

i) (f-g)=f -3¢\

(i) (f-8)" = fg+gﬁ

(iv) jgf> §&J —J& f/ en puntos x donde g(x) # 0.

Demostracion.- Demostracion de (i). Sea x un punto en el que existen ambas derivadas f'(x) y ¢’ (x): El
cociente de diferencias para f + g es

f++h) - (f+)x) _ [fleth)+ex+h)] - [f(x) +8(x)]
h h
_ flath - fx) | glxth) —g(x)
h h
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Cuando i — 0, el primer cociente del segundo miembro tiende a f'(x) y el segundo a g’(x) y por tanto
la suma tiende a f/(x) + ¢/(x). La demostracion de (ii) es analoga.

Demostracion de (iii). El cociente de diferencias para el producto f - g es:

flx+h)g(x+h) - fx)g(x)
. :

Para estudiar este cociente cuando & — 0 se suma y resta al numerador un término conveniente para
que se puede escribir la férmula dada como la suma de dos términos en los que aparezca los cocientes
de diferencias de f y g. Sumando y restando f(x)f(x + h) se convierte en

Pt ISt 1) = FW50) _ o M=) g8t B —sl)

Cuando h — 0 el primer término del segundo miembro tiende a g(x) f'(x), y puesto que f(x +h) — f(x),
el segundo término tiende a f(x)g’(x), lo que demuestra (iii).

Demostracién de (iv). Un caso particular de (iv) se tiene cuando f(x) = 1 para todo x. En este caso
f'(x) = 0y (iv) se reduce a la féormula
1\’ I'd
O

suponiendo que f(x) # 0 partir de este caso particular, se puede deducir la férmula general (iv) escribi-
endo f/g como producto y aplicando (iii), con lo cual se tiene:

<f.1>I:;.f/+f.<;),:f/_f'8/:8'f/—2f'8/

8 g & g
1’ g
Por tanto, queda solamente por probar <g> = - el El cociente de diferencias de 1/ es:
1 1
gt gt glx+h)—glx) 1 1
h h g(x) g(x+h)

Cuando h — 0, el primer cociente de la derecha tiende a g’(x) y el tercer factor tiende a ﬁ Se requiere

la continuidad de g en x ya que se hace uso del hecho que g(x + &) — g(x) cuando h — 0. Por tanto, el
gx)
g(x)?

cociente tiende a —

Un caso particular de (iii) se tiene cuando una de las dos funciones es constante, por ejemplo, g(x) = ¢
para todo valor de x. En este caso, (iii) se transforma en: (c- f)’ = c¢- f’; es decir, la derivada del
producto de una funcién por una constante es el producto de la derivada de la funcién por la constante.
Combinando esta propiedad con la de la derivada de una suma [propiedad (i)] se tiene, que para cada
par de constantes cj y ¢y, es:

(c1f +c28) =c1f + g

Esta propiedad se denomina propiedad lineal de la derivada, y es analoga a la propiedad lineal de la
integral.

Aplicando el método de induccién se puede extender la propiedad lineal a un ndmero cualquiera finito
de sumandos:

(ic"'ﬁ) Yl
i=1 i=1
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donde cy,¢2,¢c3,. .., ¢y son constantes y f1, f2,. .., f» son funciones cuyas derivadas son fl’, fé, e
Cuando se consideran los valores de estas funciones en un punto x, se obtienen férmulas entre ntimeros;
asf la formula (i) implica

(f+8)x) =f(x)+5'(x)

funciones Racionales. Si 7 es el cociente de dos polinomios, es decir, r(x) = p(x)/q(x), la derivada r'(x)
se puede calcular por medio de la férmula del cociente (iv) del teorema 4.1. La derivada existe para todo
x en el que g(x) # 0. Obsérvese que la funcién 1’ asi definida es a su vez una funcién racional. En
particular, si r(x) = 1/x™ donde m es un entero positivo y x # 0 se tiene:

m—1

, x™.0—mx —m
r'(x) = =
x2m xm+1
Escribiendo este resultado en la forma: #/(x) = —mx "1 se obtiene una extensién a exponentes nega-

tivos de la férmula dada para la derivacién de potencias n-simas para n positivo.

4.6 Ejercicios
1. Si f(x) = 2+ x — x2, caleular f'(0), f'(), f'(1), f'(—10).
Respuesta.- Por definicion sea,

24+ (x+h) — (x+1)?] — (24 x —x?)

, -
fx) = Jim 7
D24 x+h—x2—2xh—h2—2—x+x?
= lim
h—0 h
_ limh(l—Zx—h)
h—0 h
= 1—2x
De donde
f'(0) = 1-2-0 = 1
fh) = 1-2:8 = 0
FQ) = 1-21 = -1
f'(-10) = 1-2-(-10) = 21

2. Si f(x) = $x® + $x% — 2x, encontrar todos los valores de x para los que
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(@) f'(x) =0.
Respuesta.- Sea f'(x) = x? 4+ x — 2, entonces

P4x-2=0 = x=11y xp=-2

(b) f'(x) = -2
Respuesta.- Sea f’(x) = x% + x — 2, entonces

PHx—2=-2 = x*+x=0 = x1=0 y x=-1

© f/(x) = 10.
Respuesta.- Sea f'(x) = x? 4+ x — 2, entonces

P4x-2=10 = XP+x-12=0 = x=3 y x=-4

En los ejercicios del 3 al 12, obtener una férmula para f'(x) si f(x) es la que se indica.

3. f(x) =22 +2x+2.

Respuesta.- Por definicién,

(x+ )2 +2(x +h)+2— (x®+2x+2)

f'(x) = lim

h—0 h
X4 2xh4+ M4+ 2x+2h+2—x2—2x—2
= Ilim
h—0 h
. W+ 2xh +2h
= lim———
h—0 h
_ limh(h+2x+2)
h—0 h
= 2x+2

4. f(x) = x* +senx.
Respuesta.- Ya que (f +g)’ = f' + ¢’ y sabiendo que la derivada de sen x es cos x, entonces

f(x) = 3x% + cos x.
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5. f(x) = x*senx.

Respuesta.- Ya que (fg)' = f-¢ + ¢ f' yladerivada de sen x es cos x, entonces

f(x) = x*cos x + 4x® sen x.

1

6. f(.x) - m, X 7é _1
g\ _h-g—gI
Respuesta.- Sean g(x) =1y h(x) = x 4 1. Sabemos que (ﬁ) = " — entonces
) = (x+1)-17=1-(x+1) 1.0-1-1 1
B (x+1)? (412 (x+1)%
— 5
7. f(x) = o1 —+ x° cos x.
/ . /— . /
Respuesta.- Sean, k(x) = 1, g(x) = x>+ 1, h(x) = 2% y j(x) = cosx. Ya que (;) = gkgzkgl

(hj) =h-j" +j-h yladerivada de cos x es — sen x, entonces

2 1)-1—-1- 2 1)
= ;llin% (" + )(x2+1)2(x +1 +x° - (cosx) +cosx - (x°)
—

; —2x 5 4
%g%m%-x . (—senx)+cosx~5x

8. f(x)= il' x #£ 1.

K" g-kK—-k-g
Respuesta.- Seank(x) = xy g(x) = x — 1. Ya que (g) = B — para g # 0, entonces
x—1—-x 1

=G = monr

1
9. = _—.
fx) 2+ cosx
Respuesta.-
Flx) = (24cosx)-0+senx  senx
N (2 + cos x)? ~ (2+cosx)?’
2
x°+3x+2
10. = —_—7
f() xt4+x2+1
Respuesta.-
£(x) = (xt+ 22 4+1)(2x +3) — (2 +3x+2)(4x> +2x)  2x°> +9x* +8x> +3x2 +2x — 3

(x4 4+ x2+1)2 (x4 4+x2+1)2
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2 —senx
11. _ cosenx
f() 2 —cosx
Respuesta.-
fla) = (—cosx)(2 —cosx) — (2 —senx)(senx)
B (2 — cos x)?
_ —2cosx +cos®x —2senx + sen® x
B (2 — cos x)?
~ 1—2(senx+ cosx)
B (2 — cosx)?
xsenx
12. =
flay = 1

Respuesta.- Primero escribimos

flx) = xsenx < sen x )

142 1+ x2

Luego usando el la regla del producto y del cociente para derivadas tenemos,

1+ x? (14 x2)2

sen x (14 x?)cosx —2xsenx]  senx-+xcosx 2x*senx
1422 B

fl(x) = +x 1+ 22)2

13. Se supone que la altura f(f) de un proyectil, t segundos después de haber sido lanzado hacia arriba a
partir del suelo con una velocidad inicial de vy metros por segundo, estd dada por la férmula:

f(t) = vt — 16t

(a) Apliquese el método descrito en la Seccién 4.2 para probar que la velocidad media del proyectil
durante el intervalo de tiempo de t a t + h es vy — 32t — 16/ pies sobre segundo, y que la velocidad
instantdnea en el instante ¢ es vy — 32t pies por segundo.

Respuesta.- La velocidad media es dada por,

flt+h) = f(t) _ vo(t+h) 16(“}:’1) vof + 1687 _ ) — 32t — 16h.

Luego, la velocidad instantdnea estd dada por,

vo(t +h) — 16(t + h)* — vgt + 16t2 . Vot + voh — 1612 — 32th — 16h? — vyt + 1642

li = 1
hlg(lJ h hlao h
. voh — 32th — 162
= lim
h—0 h

= hmhﬁo 09 — 32t — 16h

= 7y — 32t.
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(b) Calctlese (en funcién de vp) el tiempo necesario para que la velocidad se anule.

Respuesta.- Para ello igualamos vy — 32t a cero como sigue,

_ Y

w-32=0 = t=z.

(c) ¢Cual es la velocidad de retorno a la Tierra?.

Respuesta.- Sea f’'(t) = 0, entonces
20
=1
Esto significa que el proyectil regresa a la tierra luego de ¢ segundos. Luego la velocidad de
retorno sera:

vgt —16t2 =0 = tvg—16t) =0 = t

v(v—g) :00—32-;}—2:00—200:—00.

(d) ¢Cuadl debe ser la velocidad inicial del proyectil para que regrese a la tierra al cabo de 1 segundo?
¢y al cabo de 10 segundos? ;y al cabo de T segundos?.

Respuesta.- La velocidad inicial para que el proyectil regrese a la tierra luego de un segundo
sera:
f)=0 = ©v-1-16-1>=0 = 1vy=16.

Después la velocidad inicial para que el proyectil regrese a la tierra luego de 10 segundos sera:
f(10)=0 = 1©9-10-16-10°=0 = vy = 160.
Y para que vuelva luego de T segundos sera:

f(T)=0 = ©v-T—-16-T>?=0 = ©v=16T.

(e) Pruébese que el proyectil se mueve con aceleracién constante.
Demostracion.- La aceleracion constante viene dada por f”(t), es decir,
d
f'(t)y=7d(t) = a(vo —32t) = —32.

(f) Basquese un ejemplo de otra férmula para la altura que dé lugar a una aceleracién constante de
—20 pies por segundo al cuadrado.

Respuesta.- Sea f(t) = vot — 10t2, entonces f'(t) = vg — 20t y f”(t) = —20 ft/sec?.

14. ;Cudl es el coeficiente de variacién del volumen de un cubo con respecto a la longitud de cada lado?.
Respuesta.- El volumen de un cubo viene dado por V(x) = x3, por lo tanto el coeficiente de variacién

vendrda dado por,
V'(x) = 3x2.
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15. (a) El 4rea de un circulo de radio r es 7172 y su circunferencia es 27tr. Demostrar que el coeficiente de

16.

17.

18.

19.

(b)

variacion del drea respecto al radio es igual a la circunferencia.
Demostracién.- Sea C(r) = mr?. Dado que el coeficiente de variacién es la derivada de C(r)
entonces,

C'(r) = 2mr.

Tal como se quiere.

El volumen de una esfera de radio r es 4717 /3 y su 4rea es 47tr2. Demostrar que el coeficiente de
variacién del volumen respecto al radio es igual al area.

Demostracién.- Sea V(r) = 47tr3 /3. Dado que el coeficiente de variacién es la derivada de V (r)
entonces,
V'(r) = 4mr?.

En los ejercicios del 16 al 23, obtener una férmula para f’(x) si f(x) es la que se indica.

f(x) = Vx, x> 0.

Respuesta.- Usando la definicién de derivada para namero con coeficiente racional se tiene,

f(x)

f(x) = %x*%, x > 0.

1
N

x> 0.

Respuesta.- Usando la derivada para cocientes y la derivada de una potencia racional se tiene,

L (1A -0-1-1xs 1
fl(x) = (1+ﬁ)22 __Zﬁ(1+\/§)2 x> 0.

fx)=x%2, x>0.

Respuesta.- Usando la derivada para potencias racionales se tiene,

1
X2, x > 0.

N W

flx) =

fx)=x7%2, x>0

Respuesta.- Usando la derivada para potencias racionales se tiene,

f’(x):—ix’%, x > 0.
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20.

21.

22,

23.

24.

fx) = x1/2 4 x1/3 4 x1/4, x > 0.

Respuesta.- Usando la derivada para potencias racionales se tiene,

1 1 1
f'(x) zix*%+§x7%+1x* , x> 0.

=G

x~ V2 4 13y - 1/4) x> 0.

Respuesta.- Usando la derivada para potencias racionales se tiene,

x4, x > 0.

JE

= 0.
T2 x>

f(x)

Respuesta.- Usando la derivada para cocientes y la derivada de una potencia racional se tiene,

%x‘ (I+x)—vx 14+ x—2x 1—x

fix) = A+x)?2  2/x(1+x)?2 2y/x(1+x)?2

f) = 157

Respuesta.- Usando la derivada para cocientes y la derivada de una potencia racional se tiene,

x> 0.

Sean fi, ..., fx funciones que admiten derivadas f], ..., f;. Dar una regla para la derivacion del pro-
ducto ¢ = f1... fu y demostrarla por induccién. Demostrar que para aquellos puntos x, en los que
ninguno de los valores f1(x),..., fu(x) es cero, tenemos

g'(x) _ filx)

f1(x)
g A T

SN

Demostracién.- Segtn la derivada para productos se tendria que demostra,

§=Afofsfath fofsfat.tfi-fofa1far

Par ello tomamos 1 = 2 por lo que la derivada nos queda,

ff=fh+th f

Por lo que es cierto para n = 2. Supongamos luego que la afirmacién:
§=fffofoth fofofottfi-fofa1fu

249



4.6. Ejercicios Chapter 4. Calculo diferencial

25.

es cierta para n. Por lo que demostraremos que es cierta para n 4 1 de la siguiente manera,
§ = (ifarr fu) funr
= (fi-for S fam+ (- for fu) fra
= filohfafofari+fi-fo-fa fu fana
+ ot fh e fu et o fo fra

Por lo tanto es cierto para n + 1, asi para g = f1 - fo- - - fu tenemos la derivada,
S=f-fofsfath-fo-fafutotfi-fofur fu
Por otro lado. Sea x un punto tal que fi(x) #0 parai=1,...,n, entonces
fi

gx)  fi-forfu fooofaa-fo o fa M:ﬁ £
g(x)  fi fa +...+ fiofa _f1~~~f2+"'+f1~~fn f1+m+fn

Comprobar la pequefia tabla de derivadas que sigue. Se sobreentiende que las férmulas son validas
para aquellos valores de x para los que f(x) estd definida.

f) o) [fx)  fx)

2

tanx sec"x |secx tanxsecx
cotx —csc?x | cscx —cotxcscx
Demostracién.- Verificaremos que si f(x) = tanx entonces f’(x) = sec?x. Sabemos que por la
identidad trigonométrica
sen x
tanx =
COs X
Luego, aplicando las distintas reglas de derivacién,
— _ 2 2
y cosxsenx —senx(—senx)  cos”x+sen”x 1 5
fl(x) = > = 5 = ——— =sec" x.
cos? x cos? x cos? x
g . T / » CoSs X
Ahora, verificaremos que si f(x) = cotx implica que f'(x) = —csc”x. Sea f(x) = cotx = . De
sen x
donde,
, (—sen’x)senx —cosxcosx  —sen?x — cos® X 1 2
fi(x) = 3 = 5 =———>_ = —cscx.
sen? x sen? x sen? x
o . , 1
Después verificamos que si f(x) = cscx entonces f'(x) = tanxsecx. Sea f(x) = secx = .
cos x
Usando las reglas de derivacién tenemos,
, sen x sen x 1
flx)=—>5-= . = tan x secx.
Ccos>X  COSX COSX
. o . , 1
Por ultimo verificaremos que si f(x) = cscx entonces f'(x) = —cotcscx. Sea f(x) = cscx = .
sen x
De donde,
, —CoS X Ccos X 1
fix) = T T oo = —cotxcscx.
sen? x sen®x senx
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

En los Ejercicios del 26 al 35. Calcular la derivada f'(x). Se sobrentiende que cada férmula serd vélida
para aquellos valores de x para los que f(x) esté definida.

f(x) =tanxsecx.

Respuesta.- Sean (tanx)’ = sec? x y (secx)’ = tan x sec x, entonces usando las reglas de derivacién
para el producto,

f'(x) = sec? x sec x + tan x(tan x sec x) = sec® x + tan’ x sec x.

f(x) = xtanx.

2

Respuesta.- Sea (tanx)’ = sec” x, entonces usando las reglas de derivacion para el producto se tiene,

f'(x) = tanx + xsec? x.

fx) = 2+t

x  x2 0 X3

Respuesta.- Usando la regla de derivaciéon para cocientes tenemos,

=12

Respuesta.- Usando la regla de derivacién para cocientes tenemos,

—x2) _ 2
fl(x) = Al (xl)x22)xz( ) _ (i—i_i)zc)z

1+ x—x?
f& =17

Respuesta.- Usando la regla de derivacién para cocientes tenemos,

£(x) = (1-2x)(1-x+x*) - (1+x—2)(-1+2x)  2(1-2x)
(1—x+x2)2 (1—x+x2)2

Respuesta.- Usando la regla de derivacién para cocientes tenemos,

(cosx)x —senx
x2 '

flx) =
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32.

33.

34.

35.

36.

1
x+senx’

flx) =

Respuesta.- Usando la regla de derivacién para cocientes tenemos,

—1—cosx
1)
filx)= (x + cos x2)2°

_ax+b
f(x)_ Cx—’-d'

Respuesta.- Usando la regla de derivacién para cocientes tenemos,

s a(ex+d)—(ax+b)c  ad—bd
fO= " arar vy

COSs Xx
o) =523

Respuesta.- Usando la regla de derivacién para cocientes tenemos,

—sen x(2x% + 3) — (cos x)4x sen x(2x% + 3) — 4x cos x

fi) = (2x2+3)2 T (2x2 +3)2

axZ +bx+c
senx + cosx’

flx) =

Respuesta.- Usando la regla de derivacién para cocientes tenemos,

Fla) = (2ax +b)(senx + cos x) — (ax? + bx + c)(cos x — sen x)
2

(senx + cos x)

(2ax +b)(sen x + cos x) + (ax? + bx + c)(sen x — cos x)
1+ sen2x

Si f(x) = (ax + b) senx + (cx + d) cos x, determinar valores de las constantes a,b, ¢, d tal que f'(x) =
X COS X.

Respuesta.- Sea
f'(x) =asenx + (ax+b) cosx +ccosx + (cx +d)(—senx) = (a —d — cx)senx + (ax +b + c) cos x.
Luego por hipétesis tenemos,
xcosx = (a—d—cx)senx+ (ax+b+c)cosx
Comparando los coeficientes de cosx y sen x, se tiene
a—d—cx=0 'y ax+b+c=x= (a—1)x+b+c=0.

De donde,
cx=0 = ¢=0 'y (a—1)x=0 = a=1
Igualando nos queda,
1-d=0 = d=1
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Por lo tanto

xcosx = (1—0x—1)senx+ (1x —0+0)cosx
= 0Osenx + xcosx
= Xcosx

37. Si g(x) = (ax? +bx +c)senx + (dx? + ex + f) cos x, determinar valores de las constantes a, b, ¢, d, e, f
tal es que ¢'(x) = x?sen x.

Respuesta.- Sea,

¢'(x) = (2ax+b)senx + (ax?+ bx +c)cosx + (2dx + e) cos x — (dx* + cx + f) sen x
= [—dx?+ (2a—e)x+ (b+ f)] senx + [ax? + (b+2d) + (c +e)] cosx

2 sen x tenemos

Ya que ¢'(x) = x
—dx® 4+ (2a—c)x+b+f=x> vy ax®’4(b+2d)+c+e=0.
Luego, de la ecuacion de la izquierda, igualando potencias similares de x tenemos,
d=-1, 2a—e=0, b+f=0.
Por otro lado de la ecuacién de la derecha, igualando potencias similares de x tenemos,
a=0, b+2d=0, c+e=0.
Por dltimo igualando todas estos resultados, nos queda
2:0-0 = e=0, b+2(-1)=0 = b=2, c+0=0 = ¢c=0, 2+f=0= f=-2

Por lo tanto,

38. Dada la féormula
xn+1 -1

T4+x+x2+...+x,=
x—1

vélida si x # 1, determinar por derivacién, féormulas para las siguientes sumas:

(@) 14+2x+3x> 4+ ...+ nx"L.

Respuesta.- Veamos que

(A4+x4+22+. 2" =142x+3x2 ...+ nx"" L,

Por lo que,

n+1\ "'
142x 4322+, 41 = (x )

(x = 1) [(n+1)x"] — (" = 1)1
(x—1)2

nx™ — (n+1)x" +1
(x—1)2
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(b) 1%2x 4 22x2 + 3223 4 ... + n’x".

Respuesta.- Sea

n+1 _ Dt + 1 ’
(1+2x+3x2+”_+nxn—1)/ (Tlx (n+ )x + )

(x—1)
= 2+6x+...+n(n—1)x"2

(=12 [n(n+1)x" —n(n+1)x" ] — (2x — 2) [nx" T — (n 4 1)x" +1]
(x—1)*

= [14+4x+92+. .. +(n—1)2" 2]+ [1+2x+3x? +...+ (n — 1)x" 2]
(n—1) [n(n+1)x" —n(n+1)x" 1] =2 [nx"1 — (n+ 1)x" + 1]
(x—1)°
= (i) [1Px 4222+ .+ (n =12+ [T+ 2x+...+ (n — 1)x" 2]

(n? — )" —2(n2 = Dx" +n(n+1)x" 1 -2
(x—1)3

Entonces, por el segundo término en la suma de la izquierda tenemos,

T+2x+...+(n—1x"2 = (1+x+...+x") —nx"!

n+1__1 /
- (xx—l )_nxnl
" — (4 Dx+1
(x—1)?

xnfl

(n+1)x" —nx"1 41
(x—1)

Por lo tanto, reemplazando esto en la expresion anterior,

[12x +22x2 + ... 4 (n — 1)%x" 1]

R

(n* —n)x™t —2(m* —D)x" +n(n4+1x" -2 (n—Dx" —nx" 141
(x—=1) (x—1)

= 12x+222+...+ (n—1)2""1 4+ n2x"

_ (n? —n)x"™ —2(n? — )x" +n(n+1)x" 1 —2— [(x = 1)((x — 1)x" +nx""1 +1)]
- (r— 1)

= 12+x+22x2 4.+ (n— 122"+ n2x"

n2x™3 — (2n2 +2n — D)™ + (n+1)2" ! — 22 — x
(x—1)3
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39. Sea f(x) = x", siendo n entero positivo. Utilizar el teorema del binomio para desarrollar (x + h)" y
deducir la férmula

fEm) = f(x) e, n(n=1)

- 5 X"2h4 .+ axh 2 4 Rl

Expresar el segundo miembro en forma de sumatorio. Hagase que h — 0y deducir que f'(x) =
nx"~1. Indicar los teoremas relativos a limites que se han empleado.

Respuesta.- Sea

(n+h)" = f (Z) xkpk,

k=0

el teorema del binomio. Asi tenemos,

flxt+h) = fx) 1
h h

nn—1)

n—2 hnfl
> X +... 4+

Tomando el limite de & — 0 a ambos lados de la ecuacién concluimos que,

1y — i L ER) = f(%) 0
f(x)—hmT L

=nx
h—0

4.9 Ejercicios

1. Sea f(x) = %xB' — 2x? + 3x + 1 para todo x. Hallar los puntos de la gréfica de f en los que la recta
tangente es horizontal.

Respuesta.- Sea f'(x) = x? — 4x + 3, entonces para que la recta tangente sea horizontal igualamos la
derivada a cero de la siguiente manera,

flx) =x*—4x+3=0

de donde se obtiene que,
x1=23 y xp = 1.
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2. Sea f(x) = §x3 + %xz — x — 1 para todo x. Hallar los puntos de la gréfica de f en los que la pendiente
es:

a) 0.

Respuesta.- Sea f’(x) = 2x2 + x — 1, entonces

1
fllr)y=2x+x-1=0 = (x-Dx+1)=0 = x=-1, =7

b) —1.

Respuesta.- Sea f’(x) = 2x? + x — 1, entonces

1
f/(x):2x2+x—1:—l = x2x+1)=0 = x1=0, xz:_ﬁ'

c) 5.

Respuesta.- Sea f’(x) = 2x2 + x — 1, entonces

3
fx)=2x>+x-1=5 = 2x4+x-6=0 = x5 =-2 0=y

3. Sea f(x) = x + senx para todo x. Hallar todos los puntos x para los que la grafica de f en (x, f(x))
tiene pendiente cero.

Respuesta.- Para tal efecto igualamos la derivada de f(x) a 0.

1+cosx=0 = cosx=-1 = x=02n+1)n, neZ.

4. Sea f(x) = x* + ax + b para todo x. Hallar los valores de a y b tales que la recta y = 2x sea tangente a
la grafica de f en el punto (2, 3).

Respuesta.- Primero, derivamos f(x), como sigue
¢ (x) =2x+a.
Asi, si la linea y = 2x es tangente a f en el punto (2,4), tenemos
fl2)=2 = 4+4+a=2 = a=-2
Luego, el punto (2,4) debe estar en la gréfica de f, es decir,
f2)=4 = 4+ (-22+b=4 = b=4

Por lo tanto, los valoressona = -2y b = 4.

5. Hallar valores de las constantes a,b y ¢ para los cuales las gréficas de los dos polinomios f(x) =
x> +ax +by g(x) = x> — c se intersecten en el punto (1,2) y tengan la misma tangente en dicho
punto.
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Repuesta.- Dado que f y g se intersectan en (1,2), podriamos tener f(1) = g(1) = 2, de donde
f1)=2 = 1+a+b=2 y gy=2=1-c=2 = c=-1

Luego, calculamos las derivadas para que podamos encontrar la pendiente de las rectas tangentes en
este punto,

fl(x) =2x+a,  ¢(x)=3x2
Por el hecho de que estos deben ser los mismos en el punto (1,2) tenemos

f()=1 = 24a=3 = a=1

Porloquel+a+b =2 = b=0.Por lo tanto las constantes son

6. Considérese la gréfica de la funcién f definida por la ecuacién f(x) = x?>+ax +b, siendo ay b
constantes.

(a) Hallar la pendiente de la cuerda que une los puntos de la gréfica para los que x = x1 y x = xp.

Respuesta.- Los puntos en la grafica de f en x1 y xp son (x1, f(x1)) y (x2, f(x2)). Entonces la
cuerda que los une tiene una pendiente dada

(b) Hallar, en funcién de x; y xy, todos los valores de x para los que la tangente en (x, f(x)) tiene la
misma pendiente que la cuerda de la parte a).

Repuesta.-

7. Demostrar que la recta y = —x es tangente a la curva dada por la ecuacién x> — 6x? + 8x. Hallar los
puntos de tangencia. ; Vuelve la tangente a cortar la curva?.

Demostracion.-
f(x)
4
2

Primero calculemos la derivada de la recta y la curva, respectivamente
Yy =-1, vy = 3x* —12x + 8
Luego igualando estas ecuaciones obtenemos
=32 -12x+8=-1 = x =3 x=1

Luego, para que la linea sea tangente a la curva, el punto debe estar en la curva yy = x> — 6x* + 8x
como sigue,
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* Para x; = 3, se tiene y(3) = —3 = —x por lo que y = —x es tangente a la curva en (3, —3).

e Para x; =1, se tiene y(1) = 1 # —x por lo que x; no es tangente a la curva.

Esta linea tangente también corta la curva en (0, 0).

8. Dibujar la grafica de la funcién ctibica f(x) = x — x3 en el intervalo cerrado —2 < x < 2. Hallar las

constantes m y b de modo que la recta y = mx + b sea tangente a la grafica de f en el punto (—1,0).
Una segunda recta que pasa por (—1,0) es también tangente a la grafica de f en el punto (,c). De-
terminar las coordenadas a y c.

Respuesta.-

Sea f’(x) = 1 — 3x?, entonce la tangente de la linea en el punto (—1,0) serd
f(-)=1-3(-1=-2 = m=-2
de donde b estard dado por,
y=mx+b = 0=-2(-1)+b = b=-2

Por lo tanto
y=—2x—2.

Después, supongamos otra linea tangente y; = mjx + by a f en el punto (4, ¢) con pendiente
f'(a) =1—3a> =m
sabiendo que esta recta pasa por (—1,0), entonces
(1) =0 = (1-3a3)(-1)+b=0 = b =13

Por lo que la recta y; es de la forma,

v = (1—-3a%)x + (1 —3a%).
Por ultimo, dado que el punto (4, ) estd tanto en esta linea y; como en la curva f tenemos

fla)=c = a—d=c

y
yi(a)=c = (1-3a%)a+ (1-3a%) =c.

258



Chapter 4. Célculo diferencial 4.9. Ejercicios

Igualando c se tiene,

a—a=(1-3)a+(1-3%) = 2°43°-1=0 = 2{1:%,

3

3
Ya que a — a° = c entonces ¢ = 3 Asi, el otro punto tangente estd dado por (%, %) .

9. Una funcién f estd definida del modo siguiente:
1

si |x| >¢,
|x]

a+bx*> si |x|<c

Hallar los valores de a y b (en funcién de c) tales que f’(c) exista.

Respuesta.- Sabemos que la derivada f’(c) existe si y s6lo si
oo £ D) = £(©)
h—0 h
Existe. También sabemos que el limite existe si
LS —f©) L fleth) — flo)
h—0+ h h—0~ h

Por lo que si tomamos ¢ y nos acercamos a ax + b desde la derecha, a x> desde la izquierda y tomando
a f(c) = c?, entonces

fleth) = f(e)

lim -4-0—-—+—~-2 = lim
h—0+ h h—0— h
h b— 2 h 2 2
lim a(c+h)+b—c — lim (c+h)*—c
h—0t h h—0~ h
b— 2
lim actrv—c +a = 2c.
h—0t h
. ac+b—c?
Dado que ac + b — ¢ es una constante, entonces hhr(r)1+ — = 0. Por lo que nos queda la
%
ecuacién
a = 2c.
b— 2
Ahora dado que lim acto—c = 0, entonces
h—0t h

ac+b—c2=0 = b=—c%

10. Resolver el ejercicio 9 cuando f es:

si x| >¢,

a+bx* si |x|<c
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. 1 .
Respuesta.- Supongamos que ¢ > 0 de lo contrario f(x) = T para todo x. Entonces, existe la
derivada para todo los valores de las constantes de a y b. Luego sabemos que si una funcién tiene
derivada en un punto x, entonces también es continua en x, por lo tanto la funcién f es continua en c,

asi,

lim f(x) = lim f(x)

x—ct xX—c~
. 1 . 2
lim — = lim a-+bx
x—ct |X| X—+c™
1
- = a+bc?
c
ac+bi® = 1

por otro lado,

lim f(x) = lim f(x)

x—0t x—0~
1 2
L —a+bc —  lim a+b(c+h)?— (a+bc?)
x—0t h - x—0~ h
i o —a+b? cqn iz 2DCh + b
x—0+ h c+h x50 h
lim 1—ac—bc® —ah—bc*h lim h(2bc + bh)
x—0+ h(C + ]’l) N x—0~ h
3 _ 13 )
lim ac + bx®> —ac — bc® — ah — bc“h —  lim 2bc+ bk
x—0t h x—0~
—h(a+ bc?)
Iim —— % = 2bc+ lim bh
xi>04r h(C + h) xi>0*
2
im — a+be = 2bc.
x—0t c+h
2
a+ be ~ o
c
Por dltimo resolvemos las dos ecuaciones anteriores:
5 B 1
_a+bc — obe b = ~53
c
=
ac+bc® = 1 a = - 3
2c

11. Resolver el ejercicio 9 cuando f es:

senx si x<c

flx) =

ax+b si x>c
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12.

Respuesta.- Sabemos que f’(c) existe si y solo si
L fleth) ~ f(©)
h—0 h
Existe. También sabemos que el limite existe si y sélo si los dos limites unilaterales existen y son

iguales, es decir
o fletm = f(©) . fle+h) = f(o)
h—0t h h—0~ h

Por lo tanto usando la definicién de f tenemos,

a(c+h)+b—senc sen(c+h) —senc

li = [
hg(IJl+ h hg(r)l— h
. ac+b—senc . senccosh+senhcosc—senc
lim [ ——————— a = lim
h—0+ h h—0~ h
b— h—1
lim (fctbosency o [senclcosh—1)
h—0t+ h h—0~— h
senh

Al simplificar el lado derecho usamos el hecho de que EH(IJ A
o

por el lado izquierdo debemos tener ac 4 b — senc = 0 de lo contrario el limite divergird como i — 0.
Ahora, para la expresion de la derecha, vemos que el limite tiende a 0. Eso se puede ver ya que

= 1. Ademads para que existe el limite

. senc(cosh—1) . cosh—1 . cos(0+h)—cos0
lim ————— =senc lim ———— =senc lim
h—0~ h h—c=  h h—c~ h
Pero este limite es la derivada de cosx en x = 0. Luego ya que (cosx)’ = —senx y sen0 = 0 el

termino tiende a 0. Por lo tanto

. ac+b—senc , senc(cosh—1)
Ilm (—— | +a=1lm |————~%| +cosc = a=cosc.
h—0t h h—0— h

Asi, dado que ac + b — senc = 0 entonces

b =senc—ccosc.

Sif(x) = 1%

Respuesta.- La férmula para Df(x) es:

para x > 0, hallar férmulas para Df(x), D?f(x) y D3f(x).

-1 1 1 1 1 1 2
I A SR A0 SR S A, S,

(1+ Vx)? (1+v/x)? (1+vx)?2 Vx(1+x)%

Para D*f(x),

1 1
D2f(x) — m(1+\/§)2+2\/§(1+\/§)m  143yF

o x(1+4 /x)* O 2(x 4 x)¥
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Por tltimo para D3f(x),

3 1
Dy  BE TS RIG (ras)  saaveesy

4(x + /x)° AV V)]

13. Existe un polinomio P(x) = ax3 + bx? + cx +d tal que P(0) = P(1) = -2, P'(0) = -1y P"(0) =
10.Calcular 4, b, ¢, d.
Respuesta.- Primeramente calculamos la primera y segunda derivada de P(x):
P'(x) = ax® + bx* +cx +d, P"(x) = 6ax + 2b.

De donde
P”(O):6-a~0+2b:10 = b=>5.

y
P0)=3-a-0242-b-04+c=-1 = c=-1

Luego calculamos d y a de la siguiente manera:

P0)=a-0°+5-0>-04+d=-2 = d=-2

P1)=a-1*+5-12-1-2=-2 = a=-4

Por lo tanto,

14. Dos funciones f y g admiten primera y segunda derivada en 0 y satisfacen las relaciones

f(0) = g(20>/ £1(0) = 24'(0) = 4g(0), &"(0) =5f"(0) = 6£(0) =3.
a) Pongase h(x) = Qi;, y calcular 1’ (0).

Respuesta.- Usando la regla de derivada se tiene,

h(x) — f(x) = h'(x) _ f/(x> _g(x) _f(x)g/(x)‘

8(x) 8%(x)
de donde sustituyendo obtenemos,
vy - FOs0-F00) _ 482(0) — £(0)8'(0) — £5;28(0)

N g*(0) - g*(0)
_ 40 4 _ o,
B ORI O N

4 15
= 4—— =
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b) Péngase k(x) = f(x)g(x)senx, y calcular k' (0).
Respuesta.- Usando la propiedad del producto derivamos como sigue,

K'(x) = f'(x)g'(x)senx + f(x)g'(x) senx + f(x)g(x) cos x

Luego evaluamos en 0,

K(0) = £(0)'(0) sen0 + £(0)g'(0) sen0 + £(0)g(0) cos0 = £(0)g(0) = 2

g (x)
f'(x)

Respuesta.- Sabemos que si f y g son diferenciables entonces son continuos, esto significa

lim f'(x) = f/(0) 'y limg'(x) = §'(0)

x—0 x—0

¢) Calcular el limite de cuando x — 0.

Ademas f'(0) # 0ya que f/'(0) =4g(0) y g(0) = = % = 4, por lo tanto
2

2
£(0)
lim 8. _ Hme ) _ g0 _ g 1
x—0 f/(x) limf/(x) f/(()) zg,(o) 5

x—0

15. Supéngase que existe la derivada f'(a). Indicar cudles de las desigualdades siguientes son ciertas y
cudles falsas. Expresar el fundamento de la decisién en cada caso.

/) — i L) —f(a)
(a)f(a)_;lllir:l h—a .
Respuesta.- Sea j = h — a entonces

o PO = S@) o flama i) = fla) o flaki) = fl@)

h—a h—a h—a h—a j—0 ]

Por lo que f’(a) es verdadera.

(b) f'(a) = lim LD =S@F7)

h—0 h '
Respuesta.- Sea j = —h, entonces
o F@ = fla=h) _ L fla) = flat)) _ . fla+) — fla)
h—0 h h—a -] t—0 ]

Por lo tanto f’(a) es verdadera.

© F(a) = tim L0 F2) = f(@),

t—0 t

Respuesta.- Sea j = 2f, entonces

flat2t)—fa) ., fla+2t)—fla) , . fla+)—f@) _ . /
g FEEE iy =2 L2020 g g HEL=S0 216 0
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Por lo tanto f’(a) es falsa.

@ Fa) = tim 0T 20— flat )

t—0 2t

Respuesta.- Sea j = 2t, entonces

o F@+20) = fla+ 1) fla+2) = fla+) + f(a) - f(a)

-0 2t = 11&‘) T
_ /@2 —f@) o flatt) —fa)
t—0 2t t—0 2t
i fOE) @) 1 et )
t—0 j 2 50 t

- fl@) - 3f'@
_ 1 / /
= @ £ ).

Por lo tanto f’(a) es falsa.

16. Supdngase que en lugar de la definicién usual de derivada Df(x) se define una nueva clase de
derivada D* f(x) por féormula:

2 _ £
() = tim L2 = P20

7

donde f2(x) significa [f(x)]?.

(a) Hallar férmulas para calcular la derivada D* de una suma, diferencia, producto y cociente.

Respuesta.- Sea f y g. Para la suma se tiene,

[f(x+ 1) + g(x + )] = [f(x) + g(x))?

D [f(x)+g(x)] = lim .
L PO 2 W) ) k) — ()~ 2f ()g(x) — £()
h—0 h

[t = ) - [fxth)g(x+h) - f(x)g(x)
B }1113?){ x ) x]+2}11%{ x gxh xgx}

[ (x+h) —&(x)
* ;11135[ I }
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Luego multiplicamos el limite anterior por fletmg(x+h) +f (x)i(x) , de donde

Fa gt i)+ f0g()
. * ft Mgt h) — f()gx) Flx+Wg(x+h) + f(x)g(x)
= DSo+S ”*215’%[ 7 gt )+ fg@)

— D'f(x)+ D'g(x) +2im

{fz(x +h)g*(x+h) — f2(x)g*(x
h(f(x+h)g(x+h)+ f(x)g(x))

lim £ Mg+ )] = [f(x)g(x))”
()8 () ho h |

= D*f(x)+ D7g(x) +

Ahora, para el limite restante, usamos la regla del producto para la derivada en esta definicién
alternativa, que derivamos a continuacion. (Este tltimo limite es D*(f(x)g(x)). Luego derivamos
que D*(f(x)g(x)) = g?D*f + f2D*g). Por lo tanto,

2
D* [f(x) +g(x)] _ *f( )+ D* ( )+ f(x)lg(x) }lllir(l) [f(x+h)g(x+lZl)] _ [f(x)g(x)} '
= DY)+ D)+ s [P0D ) + D)

= D)+ Dg(x) + S D f() + L gy

f(x) 8(x)
8\ py FG)N pe
(1+55) o+ (14565 ) Pro)
Para la diferencia se sigue similar a la suma,
IF(x) — g(x)] = (1- &%) f)N pe
D () = g(0)] = (1= 55 ) 05t + (1- L3 ) gt
Para el producto tenemos,
2 2
D*[f(x)g(x)] = %13(1) [f(x—}-h)g(x—i—h}?] [f(x)g(x)]
_ i LG — fA(x)8 (%)
~ a0 h
_ o S P 1) — ()87 (x) + fA(x + )P (x) — f2(x + 1) (x)
h—0 h
2 ) > o
= lim gz(x)f (X+h})l f (x)}ﬂfi%[ 2y + )8 (x+h21 g2(x)
= (XD f +fA(x)D"g

Por dltimo para el cociente tenemos,
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fArth) _ fA(x)

D* |:f(x):| = lim gz(erh) gZ(x)

g(x) h—0 h

. {g%x)ﬂ(x 1)~ PO)F(x+ )

h—0 h-g?(x+h)g?(x)
L L [0 = PR ) + PP =)
g4(x) h—0 h

2(y — 2(x 2(x — 02(x
— 1 li |:82(x)f( +h) f( >—f2(x)g( +h) g( )}

g4(x) h0 h h
§’D*f — f*D*g

&
(b) Expresar D* f(x) en funcién de Df(x).

Respuesta.- Usaremos la idea de lim;,_,o f(x +h) = f(x), y que f(x) es una constante en h, por
lo que podemos sacar el limite.

D*f(x) = lim fz(x+h) _f28x) — lim [f(x+h) +f(x)] [f(x+h) _f(x)] — 2f(x) X Df(x)

h—0 h h—0 h

(c) ¢Para qué funciones es D*f = Df?.

Respuesta.- Para encontrar la funcién f tal que Df = D*f igualamos las dos expresiones y re-
solvemos f usando D* f = 2D f, como sigue

Df=D*f = Df=2f(x)Df = Df=002f(x)=1

En cualquier caso tenemos f(x) = ¢ para alguna constante c.

4.10 Regla de la cadena para la derivacién de funciones compuestas

Regla de la cadena. Sea f la funcién compuesta de dos funciones u y v, expresado por f = u o v. Suponga
que ambas derivadas v'(x) y #/(y) existen, donde y = v(x), entonces la derivada f’(x) también existe y
es dado por la férmula

fl(x)=u'(y)-(x) o f(x)=uv(x)] v(x) o (uov) = wov)-v o u(w) =u(v)od.

Dicho de otro modo, para calcular la derivada de u o v respecto a x se calcula primero la derivada de u
en el punto y donde y = v(x), y se multiplica ésta por v/(x).

Demostracion.- Se trata aqui de demostrar f/'(x) = u/(v) - v/(x). Se supone que v tiene derivada en
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y u tiene derivada en v(x) y se trata de demostrar que f tiene derivada en x dada por el producto
[v(x)] - ¥’ (x). El cociente de diferencia para f es:

flath) - fx) _ ufolx+h)] —ylox)]

h h

Ahora es conveniente introducir la siguiente notacién: Sean y = v(x) y sea k = v(x + h) — v(x). Es
importante poner de manifiesto que k depende de h. Entonces se tiene v(x + h) = y + k, por lo que el
cociente de diferencias de f se transforma en:

fxth) = f(x) _ uly+k) —uly)
h h

El segundo miembro seria el cociente de diferencias cuyo limite define #/(y), si en el denominador en
vez de h apareciera k. Si k # 0 se completa facilmente la demostracién multiplicando el numerador y el
denominador por k toma la forma:

uy +k) —uly) k _uy+k) —uly) vlx+h)—ox)

k h k h

Cuando h — 0 el altimo cociente del segundo miembro tiende a v’(x). Puesto que k = v(x + h) —v(x) y
v es continua en x, al tender & — 0 también k — 0; por tanto, el primer cociente del segundo miembro
tiende a u’(y) cuando h — 0.

Aunque el razonamiento precedente parece el camino méds natural para la demostracién, sin embargo no
es completamente general. Como k = v(x + h) — v(x), puede ocurrir que k = 0 para infinitos valores
u(y+k) —uly) k _uly+k) —uy) ox+h) o)
h

X
u/

de h cuando & — 0, en cuyo caso pasar a no es

h k
valido. Para soslayar esta dificultad es necesario modificar ligeramente la demostracién.

flx+h) - fx) _ uly+k) —uly)

de manera que no aparezca k en el denominador, para lo cual se introduce la diferencia entre la derivada
u'(y) y el cociente de diferencias cuyo limite es u/(y). Es decir, se define una nueva funcién g como sigue:

Volviendo a la ecuacién

se expresa el cociente del segundo miembro

g =" _ysii 2o

Esta ecuacion define g(t) s6lo si t # 0. Multiplicando por ¢ y transponiendo términos, se puede escribir
en la forma:

u(y +1) —uly) = tg(t) +u'(y)].
Aunque esta tltima forma se habia deducido en la hipétesis de ser t # 0, es valida también para t = 0
mientras se asigne algtn valor definido a g(0). El valor que se asigne a g(0) no tiene importancia para
esta demostracion, pero ya que g(t) — 0 cuando t — 0 parece natural definir ¢(0) igual a 0. Si ahora se
sustituye t por k, donde k = v(x + h) — v(x) y se sustituye el segundo miembro de u(y +t) — u(y) =

tlg(t) +u'(y)] en flet h})l —f) = u(y+k21 —u() se obtiene:

w _ %[g(k) + 1 (y))

féormula que es vélida aun cuando k = 0. Si & — 0 el cociente k/h — ¢'(x) y g(k) — 0; por lo tanto el
segundo miembro tiende al limite u/(y) - v’(x). Queda pues completada la demostracion de la regla de
la cadena.

411 Aplicaciones de la regla de cadena. Coeficientes de variacién ligados y derivacién implicita

Introducimos los simbolos
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Y designando con dy/dx la derivada v’(x) y con dz/dy la de u(y), la formacion de la funcién compuesta
queda indicada por:

z=u(y) = ufo(x)] = f(x),

siguiente lo notacion de Leibniz, dz/dx designa la derivada f'(x), la regla de la cadena tal como estaba
expresada se presenta ahora en la forma:

dz _dz dy
dx dy dx
Siy =v(x)yz= f(x),entonces z = y", dz/dx = f'(x) y la regla de la cadena da:

dz  dz dlfn

dx =y dx =YY@ =),

Si f(x) = [v(x)]" donde n es un entero positivo, calcular f'(x) en funcién de v(x) y v'8x).

Respuesta.- La solucién f es una composicion, f(x) = u[v(x)], donde y(x) = x". Puesto que u'(x) =
nx"~1, se tiene u'[v(x)] u'[v(x)] = nfv(x)]" 1o’ (x). Y la regla de la cadena da:

f'(x) = nfo(x)]"1' (x).

Si se omite la referencia a x y se escribe como una igualdad entre funciones, se obtiene la importante
férmula:

(vn>/ — nvnflv/

que indica cémo se deriva la potencia n-ésima de v cuando v’ existe. La férmula es también vélida para
las potencias racionales si v" y v" ! estan definidas.

412 Ejercicios

En los ejercicios del 1 al 14, determinar la derivada f’(x). En cada caso se sobrentiende que x toma sélo
los valores para los que f(x) tiene sentido.

1. f(x)cos2x —2senx.
Respuesta.- Usando las reglas de derivacién tenemos,

f'(x) = (—sen2x)2 — (0-senx +2cosx) = —2sen2x — 2coS X.

2. f(x) = V1+2x2
Respuesta.- Usando las reglas de derivaciéon tenemos,

X

V1+a2

fx) = 5 42)E2x =

268



Chapter 4. Célculo diferencial 4.12. Ejercicios

3. f(x) = (2— x2) cos x? + 2x sen x°.
Respuesta.- Usando las reglas de derivaciéon tenemos,

f'(x) = —2xcosx®+ (2—x?)(—2xsenx?)+2senx>-2senx® + 2x - 3x3 - cos x°

= (2x® —4x)senx? — 2x cos x> + 2 sen x% + 6x> cos x°.

4. f(x) = sen(cos? x) - cos(sen? x).

Respuesta.- Usando las reglas de derivaciéon tenemos,

f'(x) = cos (cos®x) (—2cosxsenx) cos (sen®x) + sen (cos® x) [— sen (sen® x)] 2sen x cos x

= (—2senxcosx) [cos (cosx) cos (sen® x) + sen (cos® x) sen (sen® x) |

—sen(2x) [cos (cos® x — sen® x) |

= —sen(2x) cos (cos2x).

2

5. f(x) = sen” x - cos nx.
Respuesta.- Por el hecho de que (v") = nv" 1’ tenemos,

f'(x) = n(sen""!x)cosxcosnx+sen" x(—sennx)n
= (nsen""1x) [cosxcosnx — senxsennx]

Luego por la identidad cos(x + y) = cos x cosy — sen x seny concluimos que,

f(x) = (n sen” ! x) cos [(n+1)x].

6. f(x) = sen[sen(senx)].
Respuesta.- Usando las reglas de derivacién tenemos,

f'(x) = cos [sen(sen x)] - cos(sen x) - cos x.

o SE!I'I2 X

7. f(x) =

Respuesta.- Usando las reglas de derivacién tenemos,

sen x2’

(2senxcosx) [sen (x2)] — (sen®x) [2x cos (x?)]

sen? (x2)

fllx) =

2senx [cos xsen (x?) — xsenx cos (x?)]
sen? (x2) ’
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X X
= tan - — cot —.

8. f(x)=tan —cot

Respuesta.- Sabemos que (tan x)’ = sec? x y (cot x)" = csc?x por lo tanto,

1 x 1 x
/ — Tee2 (X s (Z
fl(x) = 5 sec (2) + 5 esc (2)
1 Lo
T2 2 (X 2 (X
| cos (2> sen (2)
1 ['sen? (E> + cos? (%)
2 | sen? (g) - cos? (g)
_ 1
- X X
2 [sen (3) eos ()] [sen (3) o2 ()]
Luego ya que sen(2x) = 2sen x cos x, es decir
senx = sen ) 2sen (E) cos (E) = sen (f) cos (7> = 1senx.
2 2 2 2 2 2
Se tiene,
1 2
2- 1senx- 1senx - sen?yx’
2 2
9. f(x) = sec? x + csx’x.
Respuesta.- Simplificando la expresién dada, tenemos
1 2 2 1 4
f(x) = sec® x + esc’x = cos?x | senZx Sizs;xtecr(:zsxx T ~ sen?(2x)
~sen2(2x) MY
4
Por lo tanto la derivada de f estara dada por,
Flx) = —4[cos(2x)][sen(2x)]2 _  16cos(2x)
N sen(2x) sen3(2x)
10. f(x) = xV1+x2
Respuesta.- Usando las reglas de derivaciéon tenemos,
1 -3 x 14 2x2
") =V1+x2+ 5 (1+2%) " 2x=V1+x2+ = .
f(x) 2( ) VIta? V1422
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x
11. f(x) = .
fl) = <2
Respuesta.- Usando las reglas de derivacién tenemos,
1 —1
) \/—xz—xE (4—x%) 2 (—2x) 42 4
(vVi—=)’ (-3 (-2
1/3
1+ a8
12. = .
) = (155)

Respuesta.- Usando las reglas de derivacién tenemos,

114\ 3 (1- %) = (1+2%) (=3x2)
fix) = 3(1—x3) [ (1—x3)?

2
11423\ ex?
3 \1-48 (1—x3)?

_2
2x? 1 1+x3) 3
1—x3 1—x3 \1—2x3

2
3

2x2 (1 — %) 1 (1+x3)_

1-x3)(1+23) 1—-28 \1-23

1—x6 1—23 \1-23

1
- 2x2 1+x3)\3
T 1—x6 \1—12a3

2
22 1448 <1+x3> 3

13. f(x) = ! .
V14 x2 (x+ V1 —l—xz)
Respuesta.- Primeramente simplifiquemos la expresién dada,
1
flx) =
VIt (VI +x)
_ V1+x2—x
V14 x2 (\/1 —x? - x) (\/1 +x2 — x)
B V1422 —x
V1+x2 (1422 —x2)
= 1-— X
V1+aZ
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Ahora, derivemos f de la siguiente manera,

1 x x?
1+x2—Z——2x V1+x2 —
21+x2 _ V14x2 1

!
X)) = — = — .
f<) 14 x2 1+ x? (1+X2)%

B

14. f(x) = \/x + /x +/x.

Respuesta.- Sea ¢(x) = v/x + 1/, entonces
Sy = ! <1+ 1 ): 1 1 1
2v/xy/x 2x)  2yx+vx  Avava+x o 28(x)  3v/xg(x)

Luego usando g(x) en la ecuacién del enunciado tenemos,

g(x) = x+g(x)

1 .
W(l"‘g( )

1<1+ LI )
2¢/x+g(x) 28(x)  4y/xg(x)

4y/xg(x) +2¢/x+1
8v/xg(x)/x +g(x)

15. Calcular f'(x) si f(x) = (14 x)(2 4+ x2)/2(3 +x3)1/3, x3 £ —3.
Respuesta.- Aplicando las reglas de derivacién tenemos,
1 - 1 .-
flix) = (2+ xz)l/2 (3+ x3)1/3 +(1+4x) 5 (24 x?) 12 (3+ x3)1/3 + 2+ xz)l/2 3 ()73 3x2

1/2 x?

(3+ x3)2/3

X

= 0 E+) 0 042" o

+(1+x) (2+x2)

3x° 4+ 2x* +4x3 +8x2 +3x+6
(2+22)"2 (3+23)*°

16. Sean f(x) six#0y g(x) = 1+11/f(x) Calcular f'(x) y ¢'(x).
1
T 1+1/x

B 1
S 141/x

entonces aplicando las reglas de derivaciéon tenemos,

Respuesta.- Sea f(x) x—T—l'
poon (x4+1)—x 1
fO="7nr = e
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1 1 1
Luego sea g(x) = T51/f() = T =351 entonces la derivada de g estara dada por,

, x~2 1 1
8 (.X') = 7 = 5 = 5
2+x 1" x2(4+4x1+x72) (2x+1)

17. La siguiente tabla de valores se calcul6 sus derivadas respectivas para f’y ¢’. Construir la correspon-
diente tabla para las dos funciones compuestas & y k dadas por h(x) = f[g(x)], k(x) = g[f(x)].

x| f(x) | f(x) | g(x) | §'(x)

0 1 5 2 -5
1 3 -2 0 1
2|1 0 2 3 1
3] 2 4 1 —6

Respuesta.-
WO) = FE(0) = f2) = 0 KO) = s(F0) = (1) = 0
b — D = ) = FO = 1 LK) = s = s@) = 1
h2) = FE) = Q) = 2 K2) = 3(f2) = $0) - 2
W3 = FEE) = f1) = 3 K3) = UB) - 8@ = 3
19 2 7 - fa -
L i {1 S
W) = FEERE) = Fi-e - 12
o < s - g, -
KO =gUWIFIW = k) = wGere) = gor = 10
KE) = YOG - g - 4

18. Una funcién f y sus dos primeras derivadas se han tabulado como se indica. Poner g(x) = xf (x?) y
construir una tabla de g y sus dos primeras derivadas para x = 0,1,2.

x| fx) | f1(x) [ f(x)
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Respuesta.- Sean f'(x) = f (x?) +2x2f" (x2) 'y g"(x) =6xf’ (x?) +4x3f" (x?), entonces

x| g(x)| g (x)]g"(x)

0| O 0 0
1 1 3 10
2| 30 2 36

19. Determinar la derivada g’(x) en funcion de f/(x) si:

20.

(@) g(x) = f (x2).

Respuesta.- Usando las reglas de derivacién se tiene,

g(x)=f (xz) (xz)/ =2xf’ (xz) )

(b) g(x) = (sen?x) + f (cos? x).
Respuesta.- Usando las reglas de derivacién se tiene,

gx)=f (sen2 x) 2senxcosx + f’ (cos2 x) 2cos x(—senx).

Respuesta.- Usando las reglas de derivacién se tiene,

§'(x) = f I ()] f(x).

(d) g(x) = f{fIf(x)]}.
Respuesta.- Usando las reglas de derivacién se tiene,

§'(x) = fFHAFUf f ()] f(x).

Cada arista de un cubo se dilata a razén de 1 cm por segundo. ;Cudl es la razén de variacién del
volumen cuando la longitud de cada arista es (a) 5 cm, (b) 10 cm, (c) x cm?.

Respuesta.- El volumen de un cubo esta dado por:
V=ad
donde a es la longitud de la arista. Por tanto la razén de variacién es,

v,
E = 3a°.
Asi,
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21.

22,

(a) v _ 3(5)? = 75 cm3/seg.
da

(b) ”% =3(10)? = 300 cm3/seg.
av._ ., 4

(c) T = 3x* cm” /seg.

Un avion se desplaza en vuelo horizontal, a 8 millas de altura. (En este Ejercicio se supone la Tierra
llana.) La ruta de vuelo pasa por encima de un punto P del suelo. La distancia entre el avién y el
punto P disminuye a razén de 4 millas por minuto en el instante en el que esta distancia es de 10
millas. Calcular la velocidad del avién en millas por hora.

Respuesta.- Sea x la distancia desde el punto del avién en el suelo hasta el punto P e y sea la dis-
tancia desde el avién hasta el punto P.

dx
Estamos tratando de calcular I la velocidad del avién. Sabemos que la distancia desde el avién hasta

el punto P estd cambiando a razén de 4 millas por minuto cuando y = 4. Por tanto tenemos,

Y _ sy
5—431y—10.

Ademads por la identidad de Pitdgoras podemos derivar,

dx
2 2 Y
X=y'—-64 = —=-—=_
Y dy  \/y? —64
Entonces en 10 millas tenemos
dr 5
dy 3
De este modo,
dr _dydx o550
dt —dtdy 3 3°

En campo de baseball es un cuadrado cuyo lado tiene 90 pies de longitud. Una pelota es lanzada por
el bateador a lo largo de una linea que pasa por la tercera base con una velocidad constante de 100 pies
por segundo. ;Cudl es la rapidez con que varia la distancia de la pelota a la primera base, (a) cuando
la pelota se encuentra a mitad de camino de la tercera base, (b) cuando la pelota alcanza la tercera base.

Respuesta.- Primero damos la configuracién general para el problema.

x = Ladistancia de la pelota a la primera base.
y La distancia de la pelota al plato de home.
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Por lo que

dy _
= = 100ft/s

Ademas x? = y? + 902, asi x = /y2 + 902, de donde

dx Yy

dy — \/y7 £ 902

Si la pelota estd a medio camino de la tercera base, significa que y = 45 pies, ya que el diamante es un
cuadrado con lado de 90 pies de largo. Entonces tenemos

x  dydx 45 100

=L = 100——— = — =205 ft/s.

dt — dtdy 4524902 /5 /

Por ultimo si la pelota estd en la tercera base, significa que y = 90 ya que y es la distancia desde la
pelota hasta el plato. Entonces tenemos,

X _dydx 100 _

90
=% ) —
dt - dt dy V902 +902 V2

50V/2 ft/s.

23. Un barco navega paralelamente a una costa recta, a una velocidad de 12 millas por hora y a una dis-
tancia de 4 millas. ;Cudl es su velocidad de aproximacién a un faro de la costa en el instante en que
diste precisamente 5 millas del faro?.

Respuesta.- Sea

X

y

la distancia a lo largo de la orilla hasta el faro.
la distancia del barco al faro.

El problema nos da que la distancia a lo largo de la costa hasta el faro estd cambiando a razén de
12 millas por hora (ya que el bote se mueve a 12 millas por hora y se mantiene paralelo a la linea

dy

de costa). Asi, i 12. Entonces, usando el teorema de Pitdgoras, cuando x = 5 tenemos y = 3.

Ademas, resolviendo x en términos de y, derivando tenemos

x /4,2 ]6 : tly .‘/

Por lo tanto, tenemos en y = 3,

dr _dydx oy 3 _ 3 _75mph.

gt dtdy  oiie 5

24. Un recipiente tiene forma de cono circular. La altura es 10 pies y el radio de la base 4 pies. Se introduce
agua en el recipiente a una velocidad constante de 5 pies ctbicos por minuto, ;con qué velocidad se
eleva el nivel del agua cuando la profundidad del agua es de 5 pies, si (a) el vértice del cono esta hacia
arriba, (b) lel vértice del cono esta hacia abajo?.

Respuesta.- Calculamos el radio del recipiente en terminos de altura &,

o 2,2, o & _ 2dn
10 5 dt—  5dt’
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25.

Luego, usando la férmula para el volumen de un cono circular recto que tenemos y dejando V que el

volumen del agua que tenemos V sea igual al volumen de todo el tanque menos el volumen del cono

vacio (més pequeiio) sobre el agua:
1

V= 5”42102 - %m’z(lo —h) =

16007t Emg n lnrzh _ 16007t 2 <107r T )

3 3 3 3

awv 100 m \dr rtdh
dt__zr(3_3h>dt_r <_3dt)'

(Aqui, necesitdbamos usar la regla del producto para las derivadas, ya que ambos r y h son funciones
de t, por lo que cuando diferenciamos su producto, debemos tener cuidado de usar la regla del pro-
ducto y obtener los dos términos que se muestran arriba).

El problema nos da que la tasa de cambio en el volumen de agua es de 5 pies ctibicos por minuto,
entonces,

que implica

av
i 5.
. : dr 2dh
Cuando h = 5, tenemos r = 2. Sustituyendo estos valores y se teniendo FTRRERPTY

5—=_-2.2 @_55 _2dhn —92 _mdh __2071;2@_._477[@_6077[@
a 3 3 5 dt 3dt) 3 5dr 3dr 15 dt

entonces,
dh 5

dt 4

Para la parte (b) sera casi igual que la parte (a). Ahora, el radio de la linea de flotacién en términos de
la altura del agua h es

r=tn=ln - 20

10 5 dt 54t

Luego, usando el volumen de un cono circular recto y dejando V denotar el volumen del agua (las
cosas son un poco mas simples esta vez ya que el agua es un cono y no tenemos que restar nada)

fenemos 1 av._ 2 dr 1 ,dh
— 2 K A N RN Lol
V—3m’h = 7 3m’hdt+3m’ e
(Como en la parte (a), tuvimos que tener cuidado al usar la regla del producto ya que ambas / y r son
funciones de t). Entonces, el problema nos da que la tasa de cambio en el volumen de agua es de 5

pies ctbicos por minuto, asi que de nuevo,

av
i 5.
. . . r  2dh
Cuando I = 5 todavia tenemos r = 2. Sustituyendo estos valores junto con T T tiene,
S 25200 1 edh _Smdh dmdh _12mdh b _ 5
-3 5dt) 3" dt 3 dt  3.dt 3 dt dt 4

Un tanque de agua tiene la forma de un cono circular recto con su vértice hacia abajo. Su altura es de
10 pies y el radio de la base es de 15 pies. El agua se filtra por el fondo a una tasa constante de 1 pie
ctbico por segundo. Se vierte agua en el tanque a una tasa constante de c pies ctibicos por segundo.
Calcule ¢ para que el nivel del agua aumente a razén de 4 pies por segundo en el instante en que el
agua tenga 2 pies de profundidad.
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26.

Respuesta.- Se tiene,
hor hor 27

Luego el volumen del cono estd dando por,

substituyendo 7,

1 /3\?
V—3n(2h> h

Luego, derivando con respecto de t, tenemos
av._ 9 ,dh
2 I
a4

Se nos dice que el nivel del agua subird a razén de 4 pies por segundo % = 4, cuando el agua es
h = 2 pies de profundidad, por lo tanto

av._ 9 _,dh av._9 _,
Finalmente,
v
E:C_l = 36nm=c—1 = c=36m+1.

El agua fluye hacia un tanque hemisférico de 10 pies de radio (la parte plana hacia arriba). En
cualquier instante, sea / la profundidad del agua, medida desde el fondo, r el radio de la superfi-
cie del agua y V el volumen del agua en el tanque. Calcule dV /dh en el instante en que h = 5 pies. Si
el agua fluye a una tasa constante de 5/3 pies ctibicos por segundo, calcule dr/dt, la tasa a la que r
estd cambiando, en el instante t cuando /1 = 5 pies.

Respuesta.- Primero encontramos una férmula para el volumen del agua en el tanque en funcién
de . Hacemos esto considerando el s6lido de revolucion de /20y — y? alrededor del eje y:

h 2 h 3
V:/ 20y —y? dy = /20—2d: (102—3/>
)y V2O —yT dy =y 20y =yt dy = {10y =3

Diferenciando con respecto a i tenemos

= 107th? — ”—hB.

h
0 3

av

“ro_ J—}
an 207th — th*.
Entonces cuando h = 5,
av
— = 7571.
dh 57

av av
Luego nos dan T 5+/3 pies ctibicos por segundo. Sabemos también T 207th — Th?. Asi,

dr 10—-h
2 2
r“+(10—h)*=100 = r=V20h—h?> = — = ——.
( ) dh  \/20h — h?
De este modo,

dr  dhdr 53 10—h

dt — dtdh  207th— k2 200 — 2
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27.

28.

Por lo tanto, si h = 5 tenemos

dr_\/§ 5

FrARE Y. = I5n pies por segundo.

Un tridngulo rectdngulo ABC variable en el plano xy tiene su dngulo recto en el vértice B, un vértice
7
A fijo en el origen y el tercer vértice C restringido para estar en la pardbolay = 1 + %xz. El punto

B comienza en el punto (0,1) en el tiempo t = 0 y se desplaza hacia arriba a lo largo del eje y a una
velocidad constante de 2 cm /seg. ;Qué tan rapido aumenta el drea del tridngulo cuando t = 7/2 seg?

Respuesta.- Se nos da que el vértice B se mueve hacia arriba a lo largo del eje y a una velocidad
constante de 2 centimetros por segundo, esto significa

dy _
Efz.

Luego, calculamos el 4rea del tridngulo, la llamamos A 4p¢, en términos de x e y,

dAapc _ ydx | xdy
dt 24t 24t

1
Appc = XY =

Donde usamos la regla del producto para diferenciar con respecto a t, recordando que ambos x e y
son funciones de f también. Luego se nos da la férmula para y con respecto a x,

Y= 73 it 36 dt 18 dt dt - 7xdt 7x

Entonces, cuando t =  tenemos y = 8 lo que implica x = 6. Por tanto,

dAapc _ y0x  gdy 24 o 66

dt dt a7 7

El radio de un cilindro circular recto aumenta a una tasa constante. Su altitud es una funcién lineal
del radio y aumenta tres veces mds rdpido que el radio. Cuando el radio es de 1 pie, la altura es de 6
pies. Cuando el radio es de 6 pies, el volumen aumenta a razén de 1 pie ctibico por segundo. Cuando
el radio es de 36 pies, el volumen aumenta a razén de n pies ctibicos por segundo, donde 1 es un
nimero entero. Calcula n.

Respuesta.- Dado que la altitud (que denotamos /) es una funcién lineal del radio y aumenta tres

veces mds rapido, tenemos

h=3r+c = %:3.
dr

Cuando v = 1, se nos da i = 6. Por tanto, resolvemos para c y obtenemos ¢ = 3. Cuando r = 6,
tenemos

‘%/ = 1 pies cubico por segundo.
Entonces, dado que r = 6 implicah =3-6+3 =21y
av dh dr
— 2 A A Stka g
V=nrh = T Y dt—i—thdt 1,

luego,

dr dr
71(36) (3dt> +27‘('6-21E =1
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. dr
Resolviendo para —- obtenemos,

dt
ar 1
dt 3607
Asi,cuandor =36 = h =111,
1 1 54 111
2 _— _— =
n=r-36 1207 +2m-36-111- 3607 5 + 5 33.

29. Una particula estd restringida a moverse a lo largo de una parabola cuya ecuacién es y = x%. (a) ¢En
qué punto de la curva la abscisa y la ordenada cambian al mismo ritmo? (b) Encuentre esta Veloc1dad
si el movimiento es tal que en el tiempo t tenemos x = sent e y = sen’t.

Respuesta.- Ya que y = x* tenemos

dy dx
=2x—.
TR
dy 1 o 1
Asi, i E * cuando x = 5 Entonces y = x* implica Z 45.1
Para (b). Si tenemos x = sent y sen” t en el tiempo t y ditc = d—‘:{, entonces

x—l = t=sen ! 1
2 o 2

dx_ dx_ 4 (1 _\/3
E—cost = dt—cos{sen <2>]—2.

30. La ecuacién x> +y> = 1 define a y como una o méas funciones de x. (a) Suponiendo que existe la
derivada ¥/, y sin intentar resolver para y, demuestre que y’ satisface la ecuacién x> + y%y’ = 0. (b)
Suponiendo que existe la segunda derivada y”, demuestre que y” = —2xy > siempre que j # 0.

Respuesta.- Para esta parte diferenciamos cada lado con respecto a x, teniendo en cuanta que y es
una funcién de x, por lo que necesitamos usar la regla de la cadena para diferenciar y°.
2
Cryr=1 = 32437 =0 = 2+yy =0 = y = —%
Luego ya que y?> = 2y - y'; derivamos i’ para encontrar y”,
24,2 x?
) (-2
) y22x — x22yy’ Xy"+ sy ( y2> —2xyP =2t —2x (P + )

= — e — = = — -5
= (12)? A P 1 2xy

31. Si 0 < x < 5, la ecuacién x1/2 + y//2 = 5 define a y como una funcién de x. Sin resolver para v,
demuestre que la derivada y’ tiene un signo fijo. (Puede asumir la existencia de y’.)

Demostracion.- Diferenciando con respecto de x se tiene,

1 1+ 1 .1, 1 1, 2\/;?
—x 2 —y 2y =0 — 4+ ——9y' =0
2 TtV RN AN N

-

1y =0 = y = <0.

%\é
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32.

33.

34.

La ecuacion 3x? + 3y? = 12 define a y implicitamente como dos funciones de x si |x| < 2. Suponiendo
que existe la segunda derivada y”, demuestre que satisface la ecuacién 4y°y” = —9.

Demostracion.- Derivamos teniendo en cuenta que debemos usar la regla de la cadena para derivar
Y ya que es funcién de x,

3x2—|—4y2 =12 = 6x+8y]/:0 = ]// = _iz
de donde
12y — %
s g+l YTy —1 -0 342432 9
T 17 17 R S
Por lo tanto,
3]/3]// -9

La ecuacién xsen xy + 2x?> = 0 define a y implicitamente como una funcién de x. Suponiendo que
existe la derivada i/, demuestre que satisface la ecuacion y’x? cos xy + xy cos xy + sen xy + 4x = 0.

Demostracién.- Derivamos la ecuaciéon dada con respecto a x, teniendo en cuenta que y es funcién de
x, por lo que debemos usar la regla de la cadena,

xsen(xy) +2x* =0 = [xsen(xy)+ 2x2]/ =0
= sen(xy) + x (xy' +y) cos(xy) +4x =0
= y'x%cos(xy) + xy cos(xy) + sen(xy) +4x =0

Siy = x’, donde r es un ndmero racional, digamos r = m/n, entonces y" = x™. Suponiendo la
existencia de la derivada y’, obtenga la férmula y’ = rx"~! utilizando la diferenciacién implicita y la
férmula correspondiente para exponentes enteros.

., m
Demostracion.- Seany =", y" = x" yr = — = m = nr, entonces
n

m xm—l

_ — gam—=l—m+r _ _r—1
(x,,)n—l n xnr—r :

=TrXx =TrXx

413 Aplicaciones de la derivacién a la determinacién de los extremos de las funciones

Recordemos que se dice que una funcién f de valores reales tiene un maximo absoluto en un conjunto S
si existe por lo menos un punto c en S tal que

f(x) < f(c) paratodo x en S.

El concepto de maximo relativo se define ast:
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Definicién de méximo relativo. Una funcién f, definida en un conjunto S, tiene un maximo relativo en un
punto ¢ de S si existe un cierto intervalo abierto I que contiene c tal que

f(x) < f(c) para todo x situadoen I N S.

el concepto de minimo relativo se define del mismo modo con la desigualdad invertida.

Es decir, un méaximo relativo en e es un maximo absoluto en un cierto entorno de ¢, si bien no es
necesariamente un maximo absoluto en todo el conjunto S. Naturalmente, cualquier médximo absoluto
es, en particular, un maximo relativo.

Definicién de extremo. Un niimero que es o un maximo relativo o un minimo relativo de un funcién f se
denomina valor extremo o un extremo de f.

Anulacién de la derivada en un extremo interior. Sea f definida en un intervalo abierto I y supongamos que
f tiene un maximo relativo o un minimo relativo en un punto ¢ interior a I. Si la derivada f'(c) existe, es

fix) =0
Demostracion.- Definamos en I un funcién Q como sigue:

Q) =L g vse o) = fre)

Puesto que f'(c) existe, Q(x) — Q(c) cuando x — ¢, entonces Q es continua en ¢. Queremos probar que
Q(c) = 0. Esto lo conseguiremos demostrando que cada una de las desigualdades g(c) > 0y Q(c) < 0
nos lleva a una contradiccion.

Supongamos Q(c) > 0. Segun la propiedad de conservacion del signo de las funciones continuas, existe
un intervalo que contiene a c en el que Q(x) es positiva. Por tanto el numerador del cociente Q(x) tiene
el mismo signo que el denominador para todo x # ¢ en ese intervalo. Dicho de otro modo, f(x) > f(c)
cuandox > cy f(x) < f(c) cuando x < c. Esto contradice la hip6tesis de que f tiene un extremo en c. De
similar manera se muestra que no puede ser Q(c) < 0. Por lo tanto Q(c) = 0. Puesto que Q(c) = f'(¢),
esto demuestra el teorema.

Es importante notar que el hecho de ser derivada nula en ¢ no implica extremo en c. Por ejemplo sea
f(c) = x3. Puesto que f'(x) = 3x%, f(0) = 0. Sin embargo, esta funcién es creciente en todo inter-
valo que contenga el origen por lo cual no existe extremo en c. Cabe mencionar que el teorema anterior
supone que hay un extremo, es decir, en ausencia de puntos angulosos, la derivada necesariamente debe
anularse en un extremo, si éste se presenta en el interior de un intervalo. Este criterio se expone maés ade-
lante en el teorema 4.8 y nos dice que un extremo siempre se presenta en un punto en el que la derivada
cambia de signo. Pero como no es dificil de demostrar deduciremos este resultado como una consecuen-
cia del teorema del valor medio para derivadas.

4.14 Teorema del valor medio para derivadas

El teorema del valor medio para derivadas es importante en calculo porque muchas de las propiedades
de las funciones pueden deducirse facilmente a partir de él. Antes de establecer el teorema del valor
medio, examinaremos uno de sus casos particulares a partir del cual puede deducirse el teorema gen-
eral. Este caso particular lo descubri6 en 1690 Michel Rolle (1652-1719), matematico francés.
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Teorema de Rolle. Sea f una funcion continua en todos los puntos de un intervalo cerrado [a, b] y derivable
en cada punto del intervalo abierto (a,b). Supongamos también que

f(a) = f(b).

Entonces existe por 1o menos un punto ¢ en el intervalo abierto (a,b) tal que f'(c) = 0.

En este teorema se afirma tan sélo que la curva debe tener una tangente horizontal en algtin punto entre
ayb.

Demostraciéon.- Supongamos que f'(x) # 0 para todo x en el intervalo abierto (a,b) y llegamos a una
contradiccién como se ve a continuacién. Segtn el teorema de los valores extremos para funciones con-
tinuas, f debe alcanzar su maximo absoluto M y su minimo absoluto m en algtin punto del intervalo
cerrado [a,b]. El teorema 4.3 nos dice que ningtn extremo puede ser alcanzado en puntos interiores (de
otra manera seria nula la derivada ahi). Luego, ambos valores extremos son alcanzados en los extremos a
y b. Pero como f(a) = f(b), esto significa que m = My por tanto f es constante en [a, b]. Esto contradice
el hecho de que f'(x) = 0 para todo x en (a,b). Resulta pues que f’'(x) = 0 por lo menos en un ¢ que
satisfaga a < ¢ < b, lo que demuestra el teorema.

Teorema del valor medio para derivadas. Si f es una funcion continua en todo un intervalo cerrado [a, b]
que tiene derivada en cada punto del intervalo abierto (a,b), existe por lo menos un punto ¢ interior a

(a,b), para el que
f(b) = f(a) = f'(e) (b —a).

Demostracion.- Para aplicar el teorema de Rolle necesitamos una funcién que tenga valores iguales en
los extremos a y b. A fin de construirla, modificamos f en la forma siguiente:

h(x) = f(x)(b—a) = x[f(b) - f(a)].
Entonces h(a) = h(b) = bf(a) — af(b). También, h es continua en [a, b] y tiene derivada en el intervalo
abierto (a,b). Aplicando el teorema de Rolle a 1, encontramos que 1’(c) = 0 para un cierto ¢ de (a,b).

Pero
I (x) = f'(x)(b—a) = [f(b) - f(a)],
cuando x = ¢, se obtiene la igualdad h(x) = f(x)(b —a) — x[f(b) — f(a)].

Con frecuencia es ttil la siguiente extensién del teorema del valor medio.

Férmula del valor medio de Cauchy. Sean f y ¢ dos funciones continuas en un intervalo cerrado [a, b] y que
admitan derivadas en todo el intervalo abierto (a,b). Entonces, para un cierto c de (a,b), tenemos

f'(e) = [8(b) = g(a)] = &' (c) [f(b) — f(a)].

Demostracién.- La demostracién es parecida a la del teorema 4.5 (Tom Apostol). Pongamos

h(x) = f(x)[g(b) = g(a)] = g(x)[f () — f(a)].
Entonces h(a) = h(b) = f(a)g(b) — g(a)f(b). Aplicando el teorema de Rolle a /i, encontramos que h’(c)
a partir de la férmula que define /, obteniendo la férmula del valor medio de Cauchy. El teorema 4.5

(Tom Apostol) es un caso particular de este teorema obtenido tomando g(x) = x.
[ |
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4.15 Ejercicios

1. Probar que en la parabola y = Ax? + Bx + C, la cuerda que une los puntos para los cuales x = a y

b
x = b es paralela a la tangente en el punto para el cual x = i.

Demostracion.- Observamos que la propiedad de que dos rectas sean paralelas es la misma que la
propiedad de que las dos rectas tengan la misma pendiente. Para cualquier polinomio de grado dos
podemos escribir,
f(x)=Ax*+Bx+C = f'(x) =2Ax+B.
+b

. a
Por tanto, la pendiente de la recta tangente en el punto x = s,

f (”;b) =A(b+a)+B.

Asi, la pendiente de la cuerda que uno a [a, f(a)] y [b, f(b)] viene dada por el cociente de diferencias:

_ 2 A —Ba—C AP —a?) +B(b—
f(bk),_i‘(a):Ab +Bb—|—(b3_;4a Ba—C _ ( ab)_—il—l( a>:A(b—a)+B.

2. Aplicando el teorema de Rolle, demostrar que la ecuacién ctbica x> — 3x + b = 0 no puede tener mds
de una raiz en el intervalo —1 < x < 1, cualquiera que sea el valor de b.

Demostracién.- Supongamos que existe en x> — 3x + b = 0 dos puntos ¢; y ¢, en el intervalo [—1,1]
porelcual f(c1) = f(c2) = 0 tal que,
—1< <<l

Dado que f(x) = x® — 3x + b es continua en [—1, 1], derivable en (—1,1) donde aplicamos el teorema
de Rolle en el intervalo [c1, 2] para concluir que existe ¢ € (¢, ¢) tal que

flle)=0 = 3%-3=0 = =1 = c==1.

Pero esto contradice que ¢ € (—1,1). Por lo tanto, puede haber a lo sumo un punto x € [—1, 1] tal que

f(x)=0.

3. Se define la funcién f como sigue:

_ .2
f(x):32x six <1, f(X)Z%sile.

(a) Dibujar la grafica de f(x) para x en el intervalo 0 < x < 2.

Respuesta.-

f(x)
2

1.5
1

0.5

05 1 15 2 *
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(b) Probar que f satisface las condiciones del teorema del valor medio en el intervalo [0, 2] y determi-
nar todos los valores medios dados por el teorema.

Demostracién.- Dado que 3x? y 1 son continuos en [0,1] y [1, 2] respectivamente y diferenciables

en (0,1) y (1,2). Donde el tinico punto donde la funcién podria ser discontinua y no diferenciable

es en x = 1. Analicemos este punto. Sea x = 1 por lo que,

3 —x? 1
li =1, Iim - =1.
Xl}{l— 2 xigl"' 1

Ya que los limites por la izquierda y la derecha son iguales, entonces f es continua en x = 1. Luego

i ~ ; _ 11y — (3= — . g _— 1 _ (1)
verifiquemos que la derivada existe en x = 1. Sea f'(1) = ( > ) =-—x=-1l=-;= (§> ,
entonces la derivada existe.

Sabiendo esto, podemos aplicar el teorema del valor medio en el intervalo [0, 2], como sigue:

_n2
fQ-FO)=F@-0 = ;- =270 = flo=-y

Por ltimo hallemos c para x <1y para x > 1, de la siguiente manera.

4. Sea f(x) = 1 — x?/3. Probar que f(1) = f(—1) = 0, pero que f’(x) no es nunca cero en el intervalo
[—1,1]. Explicar por qué este resultado contradice aparentemente el teorema de Rolle.

Demostracion.- Calculemos directamente para f(1) y f(—1).
f)=1-128=0=1-(-1)23 = f(-1).

Luego calculamos su derivada,

F) = -5

Para mostrar que f'(x) # 0 en [—1,1] consideraremos tres casos:

* Six < 0entonces x /3 implica f'(x) > 0, ya que —% veces un negativo es positivo.

e Six > 0 entonces x~ /3 > 0 implica f'(x) < 0, ya que —% veces un positivo es negativo.
. _ s . . 71 3 _ l
* Six =0, entonces f’(x) no esta definida, ya que x /3 = 7
Por lo tanto, f'(x) # 0 para cualquier x en [—1,1].
Esto no es una violacion del teorema de Rolle, ya que el teorema requiere que f(x) sea diferenciable
para todo x en el intervalo abierto (—1,1). Como f’(x) no estd definido en x = 0, tenemos que f(x)
no es derivable en todo el intervalo.
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5. Probar que x? = xsen x + cos x se verifica exactamente para dos valores de x.

Demostracién.- Queremos encontrar los ceros de esta funcién ya que serdn los puntos que satisfacen
a la ecuacién. Sea f(x) = x*> — xsen x — cos x, entonces

f'(x) =2x —senx — xcosx +senx = x(2 — cos x).
Ya que 2 — cos x # 0 para cualquier x con cos x < 1, tenemos
fl(x)=0 & x=0.

Por lo tanto f es continua y derivable en todas partes. Por el teorema de Rolle sabemos que f tiene
como méaximo dos ceros. (Si hubiera tres o més, por ejemplo x1, xp y x3 entonces debe haber ntimeros
distintos c1 y ¢z con x1 < ¢1 < xp < ¢z < x3 tal que f'(c1) = f'(c2) = 0, pero sabemos que solo hay un
c tal que f'(c) = 0). Ademds, f tiene al menos dos ceros desde f(—7) = 7> +1>0, f(0) = -1<0y
f(rr) = m®+1 > 0. Asi por el teorema de Bolzano hay ceros entre cada uno de estos puntos. Tenemos
que el nimero de ceros de f es como maximo dos y como minimo dos. Por lo tanto, el ntimero de
ceros debe ser exactamente dos.

6. Probar que la férmula del valor medio se puede expresar en la forma:
f(x+h)=f(x)+hf'(x+6h) donde 0<6<1.

Determinar 0 en funcién de x y 1 cuando (a) f(x) = x%, (b) f(x) = x%. Dejar x fijo, x # 0 y determinar
en cada caso el limite de 6 cuando h — 0.

Demostracion.- Si f es continua en [a, b] y derivable en (a, ), entonces por el teorema del valor medio
tenemos

f(b) = f(a) = f'(c)(b—a), paraalginc € [a,b].
Seaa =xyb=x+hparaalginh > 0conb > g, entonces

celab] = c=x+6h paraalgunb e (0,1)

Esto se deduce de nuestras definiciones, ya que h es la distancia desde b — a. Entonces, dado que c
estd en algun lugar del intervalo [a, b], su valor debe ser 2 mas una parte de la distancia hasta b. Esta
partees 0, con 0 < 0 < 1. Luego sustituyendo x = a, x +h = by ¢ = x 4 0h, se tiene

fb) = f(a) = fi(c)(b—a) = f(x+h)—f(x)=f(x+0h)(x+h—x) = f(x+h)=f(x)+hf (x+0h)

donde0 <0 <1yh>0.

(a) Si f(x) = x?, tenemos f'(x) = 2x. Entonces,

f(x4h) = f(x)+hf' (x+6h) = (x+h)?=x>+2h(x+06h) = h* =200 = 0=

NI~

= lim
h—0

N —

(b) Si f(x) = x3, tenemos f'(x) = 3x2. Entonces,
f(x+h)=f(x)+hf'(x+6h) = x3+3x3h+3xh?>+h = x>+ 3hx® + 60xh? + 30%h>

= 0= (313) 6%+ (6xh?) 6 — (Bxh?+ h3)

2
= 0=ho>+2x0 + (x;;)
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Por lo tanto,

] —2x+\/4x2+4hx+%

2h

x2+xh+%—x
h

<\/x2+xh+h32—x> (y/xz—i-xh—i-h;—i-x)
0 —

h< x2+hx+’§+x)

x2+xh—|—%—x2

6 =
h( xz—l—hx—i-%z—i-x)
h
9 — X+§
X x4+ B
1
0 = limf@=-.
im0 2

7. Sea f un polinomio. Se dice que un ntmero real « es un cero de f de multiplicidad m si f(x) =
(x —a)"g(x), donde g(a) # 0.

(a) Si f tiene r ceros en el intervalo [a, b], probar que f’ tiene por lo menos r — 1 ceros, y que en general
la derivada k-ésima f(¥) tiene por lo menos r — k ceros en [, b]. (Los ceros se cuentan tantas veces

como indica su multiplicidad.)

Demostracion.- Sea w1, ..., a; los k distintos ceros de f en [a,b] y sea my, ..., m; sus multiplici-
dades. Por lo tanto el ntimero total de ceros estd dado por:

n
r = Z m;.
i=1
Si a; es un cero de f multiplicidad m; entonces,

f1(x) = r(x —a)" g (x) = (x — a)™ig! (x) = my(x — )™ [mig (x) + (x — )g'(x)] .
Luego pongamos g1(x) = m;g(x) + (x — a;)¢’(x), de donde
f1(x) = mi(x — ;)" g ().
Ya que g1 («;) = m;g(a;) # 0. Por lo tanto, ; es un cero de multiplicidad m; — 1 para f’(x).

Demostremos la generalizacién. La funcién f es una funcién continua en [w;, ;] tal que a; < «;
que tiene derivada en (a;, a;). Ademas,
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Entonces por el teorema de Rolle, existe al menos un punto ¢; en (a;, «;) tal que f "(¢1) = 0. Por lo
tanto, si f tiene k distintos ceros, entonces por el teorema del valor medio tenemos al menos k — 1
ntmeros ¢ tal que f'(c) = 0. Asi f’ tiene al menos:

le:(mi—l) +k—1= (im,) —1=r—-1
i=1

i=1
Después derivamos la funcién k veces, donde tenemos k(k — 1) de ceros. Entonces los nameros
ceros para f’ son al menos,

k k k
Z i—k) =K - k+zml—k21—k2 k+Y mi—k*=Y —k=r—k
= i=1

i=1 i=1 i=1

Por lo que la k-ésima derivada f(¥)(x) tiene al menos r — k ceros en [a, b].

(b) Si la derivada k-ésima f) tiene exactamente r ceros en [a,b] ¢qué se puede decir acerca del
numero de ceros de f en [a, b]?.

Respuesta.- Si la k-ésima f(¥) tiene exactamente r ceros en [a, b], entonces podemos concluir que
f tiene como méximo r + k ceros en [a, b].

8. Utilizar el teorema del valor medio para deducir las desigualdades siguientes:

a) |senx —seny| < |x —yl|.

Respuesta.- Definamos f(t) = sent y g(t) = t. Entonces f y g son continuos y diferenciables
donde sea. Aplicando el teorema de valor medio se tiene para algtn c € (x —y),

fllo)s(x) —gw)] = &) f(x) = fy)]
(cosc)(x—y) = senx—seny
|cosc||x —y| = |senx—seny|

Ya que | cosc| < 1 para todo ¢, entonces

|x —y| > |senx —seny]|.

b) ny" L(x—y) <x"—y" <nmx"Hx—y)sin=1,2,3,....

Respuesta.- Sea f(t) = t" y g(t) = t. Entonces f'(t) = nt" "1y ¢'(t) = 1. Asi por el teorema
de valor medio tenemos que existe un ¢ € (x,y) tal que,
fie) = [g(x) —g)] = &'(c) [f (x) = f(v)]

=1 es una funcién creciente en los reales positivos, y 0 < y < ¢ < x, se sigue que

Ya que x

ynfl < Cnfl < xnfl.

n—1 (x

Por lo tanto sustituyendo nc —y) = x" — y" obtenemos

n

ny" Nx—y) <x"—y" <nx"(x—y).
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9.

10.

Una funcion f, continua en [a, b], tiene derivada segunda f” en todo punto del intervalo abierto (a, b).
El segmento de recta que une (a, f(a) y (b, f(b)) corta la gréfica de f en un tercer punto (c, f(c)),
siendo a4 < ¢ < b, Demostrar que f”(t) = 0 por lo menos en un punto ¢ de (a, b).

Demostracion.- Sea g(x) la ecuacion de la recta que une [a, f(a)] y [b, f(b)]. Luego definimos una

funcién
h(x) = f(x) — g(x).

Dado que f y g se intersecan en los valores a,b y ¢ se tiene

fla)=gla),  f(b) =g(b),  flc) =glc).
Luego por la definicién que construimos de /1 tenemos que
h(a) = h(b) = h(c) = 0.

Ademas, dado que f’ y ¢’ son continuas y derivables en (a,b). Aplicando el teorema de Rolle, en los
intervalos [a,c] y [c, b] se tiene dos puntos c; y c; tales que

W(c1) =c(ca) =0, cona<cy <c<cy<bh.

Asi, aplicando una vez mas el teorema de Rolle a la funcién ' en [c1, c;] sabremos que existe ¢ €
(c1,c2) tal que 1" (t) = 0. Por ultimo, ya que t € (a,b) entonces

h(x)=f(x) —gx) = W) =f(x)-gFx = Kx)=/[f'(.

Por lo tanto concluimos que f”(x) = 0 para algunos t € (a,b).

Este ejercicio es un esbozo de demostracién del teorema del valor intermedio para derivadas. Supong-
amos que f posee derivada en todo punto de un intervalo abierto I. Elijamos a < b en I. La derivada
f’ toma cualquier valor comprendido entre f/(a) y f'(b) en algun punto de (a,b).

a) Definir una nueva funcién g en (4, b] del modo siguiente:
x)— f(a ,
s =TT s g = ),

x—a
Demostrar que g toma cualquier valor comprendido entre f'(a) y ¢(b) en el intervalo abierto (a,b).
Utilizar el teorema del valor medio para derivadas, para demostrar que f’ toma cualquier valor
comprendido entre f'(a) y ¢(b) en el intervalo abierto (a,b).

Demostraciéon.- Por el hecho de que f es diferenciable en todo intervalo I. Sabemos que f es
continuo en [a,b] y diferenciable en (a,b). Asi, si x € [a,b] y x # a entonces g es continuo en x.
Ahora si x = a, entonces

lim ¢(x) = lim f(x) = f(a)

x—a x—a X —a

= f'(a) = g(a),

Por lo tanto g es continua en x = a también, el cual implica que g es continua en [a,b] tal que
g(a) # g(b). Luego por el teorema del valor intermedio para funciones continuas, sabemos que g
toma todos los valores entre g(a) y ¢(b) en algtn lugar del intervalo (a,b). Dado que g(a) = f'(a),
esta media toma todos los valores entre f’(a) y ¢(b) en algtn intervalo (a,b).

Por el teorema del valor medio, sabemos que existe algtn ¢ € (a,b)tal que

()= fla) = FOx—a) = f) = LSO o) — (), paraalgunos ¢ € (a,x).

X —a

Como la funcién ¢ toma todos los valores entre f'(a) y ¢(b) en algtn lugar del intervalo (a,b),
entonces la funcién f’ toma todos los valores entre f’(a) y ¢(b) en algtn lugar del intervalo (4, b).
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b) Definir una nueva funcién & en [a, b] del modo siguiente:

x)—f(b .
FRZTO) v za, g) = £,
Razonando en forma parecida a la que se ha seguido en la parte a), demostrar que f’ toma cualquier
valor comprendido entre f/(b) y h(a) en (a,b). Puesto que h(a) = g(b), queda demostrado el teo-
rema del valor intermedio para derivadas.

g(x) =

Demostracién.- Por el hecho de que f es diferenciable en todo intervalo I. Sabemos que f es
continuo en [a,b] y diferenciable en (a,b). Asi, si x € [a,b] y x # b entonces g es continuo en x.
Ahora si x = b, entonces

tim i(x) = tim LSO gy )

Por lo tanto h es continua en x = b también, el cual implica que g es continua en [a,b] tal que
h(a) # h(b). Luego por el teorema del valor intermedio para funciones continuas, sabemos que h
toma todos los valores entre ii(a) y h(b) en algin lugar del intervalo (a,b). Dado que h(a) = f'(b),
esta media toma todos los valores entre h(a) y f'(b) en algun intervalo (a, b).

Por el teorema del valor medio, sabemos que existe algtn c € (a, b)tal que

flx) = f(b) = fl(c)(b—a) = f'(c) = % = f'(c) = h(x), para algunos c € (a, x).

Como la funcién h toma todos los valores entre i(a) y f'(b) en algun lugar del intervalo (a,b),
entonces la funcion f’ toma todos los valores entre hi(a) y f/(b) en algtan lugar del intervalo (a, b).
Dado que h(a) = g(b), esto prueba el teorema del valor intermedio para las derivadas.

4.16 Aplicacién del teorema del valor medio a propiedades geométricas de las funciones

Sea f una funcién continua en un intervalo [a,b] y que admite derivada en cada punto de un intervalo
abierto (a,b). Tenemos entonces:

a) Si f'(
b) Si f/(
(

¢) Si f'(x) = 0 para algun x de (a,b), entonces f es constante en [a, b].

x) > 0 para todo x de (a,b), f es estrictamente creciente en [a, b].
x

) < 0 para todo x de (a,b), f es estrictamente decreciente en [4, b].

Demostracion.- Para probar a) tenemos que demostrar que f(x) < f(y) siempre quea < x < y < b.
Por consiguiente, supongamos x < y y apliquemos el teorema del valor medio al intervalo cerrado [x, y].

Obtenemos
fy) = f(x) = f'(e)(y —x), donde x<c<y.

Puesto que f'(c) e y — x son positivos, lo mismo le ocurre a f(y) — f(x), y esto significa f(x) < f(y),
como se afirmé. La demostracién de b) es parecida. Para demostrar c), utilizamos la igualdad dada
haciendo x = a. Ya que f'(c) = 0, tenemos f(y) = f(a) para todo y en [a,]], con lo que f es constante en
[a,b].

Este teorema podemos emplearlo para demostrar que se presenta un extremo siempre que la derivada
cambia de signo.
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Supongamos f continua en un intervalo cerrado [4,b] y que existe la derivada f’ en todo punto del
intervalo abierto (a,b), excepto posiblemente en un punto c.

a) Si f'(x) es positiva para todo x < ¢ y negativa para todo x > ¢, f tiene un maximo relativo en c.

b) Si, por otra parte, f'(x) es negativa para todo x < ¢, y positiva para todo x > ¢, f tiene un minimo
relativo en c.

Demostracion.- En el caso a), el teorema 4.7 nos dice que f es estrictamente creciente en [a, ] y estricta-
mente decreciente en [c, b]. Luego f(x) < f(c) para todo x # cen (a,b), con lo que f tiene un maximo
relativo en c. Esto demuestra a) y la demostracién de b) es completamente analoga. |

4.17 Criterio de la derivada segunda para los extremos

Si una funcién f es continua en un intervalo cerrado [a,b], el teorema de los valores extremos nos dice
que tiene un méaximo absoluto y un minimo absoluto en algun punto de [a,b]. Si f tiene derivada en
cada punto interior, entonces los tnicos puntos en los que pueden presentarse los extremos son:

1) Enlos extremos del intervalo a y b;
2) en aquellos puntos interiores x en los que f’(x) = O.

Los puntos del tipo 2) se llaman con frecuencia puntos criticos de f. Para decidir si en un punto critico
¢ existe un méaximo o un minimo (o ni uno ni otro), necesitamos més informacién acerca de la funcién
f. Ordinariamente el comportamiento de f en un punto critico puede determinarse a partir del signo
algebraico de la derivada en las proximidades de c. El teorema que sigue hace ver que un estudio del
signo de la derivada segunda en las cercanias de e puede también sernos de utilidad.

Criterio de la derivada segunda para extremos en un punto critico. Sea ¢ un punto critico de f en un intervalo
abierto (a,b); esto es, supongamos a < ¢ < by que f'(c) = 0. Supongamos también que exista la
derivada segunda f” en (a,b). Tenemos entonces:

a) Si f” esnegativa en (a,b), f tiene un maximo relativo en c.

b) Si f” es positiva en (a,b), f tiene un minimo relativo en c.

Demostracién.- Consideremos el caso a), f”/ < 0 en (a,b). Segun el teorema 4.7 Tom Apostol (aplicado
a f"), la funcién f’ es estrictamente decreciente en (a, b). Pero f'(c) = 0, con lo que f’ cambia su signo de
positivo a negativo en c. Luego, segtn el teorema 4.8 Tom Apostol, f tiene un méximo relativo en c. La
demostracién en el caso b) es completamente anéloga.

[

El signo de la derivada segunda también estd relacionado con la concavidad o la convexidad de f. El
siguiente teorema demuestra que la funcién es convexa en los intervalos en los que f” es positiva, f es
céncava ya que f” es negativa. Basta discutir tan sé6lo el caso de la convexidad, ya que si f es convexa,
—f es céncava.

291



Teorema
4.10

4.19. Ejercicios Chapter 4. Calculo diferencial

Criterio de la derivada para la convexidad. Supongamos f continua en [a,b] y que tenga derivada en el in-
tervalo abierto (a,b). Si f’ es creciente en (a, b) entonces f es convexa en [, b]. En particular, f es convexa
si f” existe y es no negativa en (4, b).

Demostracion.- Consideremos x < y en [a,b] y pongamos z = ay + (1 — a)x, donde 0 < a < 1. Quere-
mos demostrar que f(z) < af(y) + (1 —a)f(x). Puesto que f(z) = af(z) + (1 —a)f(z), esto es lo mismo

que demostrar que
(1= a)[f(z) = f(x)] < a[f(y) = f(2)].

Segtin el teorema del valor medio (aplicando dos veces), existen puntos c y 4 que satisfacen x < c < zy
z < d < y tales que

f@) = fx)=f)z=x), v fly)—flz)=fd)y—2).

Puesto que f’ es creciente, tenemos f'(c) < f’(d). Asi mismo, tenemos (1 — «a)(z — x) = a(y — z), de
modo que podemos escribir

1=a)[f(z) = fO)] = A= a)f'(c)(z— x) < af'(d)(y —2) = a[f(y) - f(2)],

lo que demuestra la desigualdad exigida por la convexidad.

4.19 Ejercicios

En los siguientes Ejercicios, a) hallar todos los puntos x tales que f'(x) = 0; b) examinar el signo de
f'y determinar aquellos intervalos en los que f es monétona; c) examinar el signo de f” y determinar
aquellos intervalos en los que f’ es mon6tona; d) construir un boceto de la gréfica de f. En cada caso, la
funcién estd definida para todos los x para los cuales tiene sentido f(x).

1. f(x) =x*>—3x+2.
Respuesta.-

(a) Derivando f(x), tenemos f’(x) = 2x — 3. Luego igualando a 0,

3
2 - = = —.
x—3=0 = «x >

3
(b) Por el teorema 4.7 (Tom Apostol, capitulo 4), podemos sefalar que f’ es creciente si x > 5y
. . 3
decreciente si x < 5

(c) Sea f"(x) = 2. Ya que 2 > 0, entonces por el mismo criterio del teorema 4.7 (tom Apostol,
capitulo 4) f’ es creciente para todo x.

(d)
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2. f(x) = x% —4x.
Respuesta.-

(a) Derivando f(x), tenemos f’(x) = 3x? — 4. Luego igualando a 0,

2
3x2—4=0 = x=+4—.

V3

2
(b) Por el teorema 4.7 (Tom Apostol, capitulo 4), podemos sefialar que f” es creciente si |x| > 7 y
. . 2
decreciente si [x| < —.

V3

(c) Sea f"(x) = 6x. Por lo tanto, f’ es creciente para x > 0y decreciente para x < 0.

(d)

3. f(x) = (x = 1)%(x +2).
Respuesta.-
(a) Derivando f(x), tenemos
fl(x)=2(x —1)(x+2) + (x —1)> =3(x* - 1)
Luego igualando a 0,
3x-1)=0 = x=+1

(b) Por el teorema 4.7 (Tom Apostol, capitulo 4), podemos sefialar que f’ es creciente si |x| > 1y
decreciente si |x| < —1.

(c) Sea f"(x) = 6x. Por lo tanto, f’ es creciente para x > 0 y decreciente para x < 0.

(d)

4. f(x) = 2% —6x% +9x +5.
Respuesta.-
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(a) Derivando f(x), tenemos
f(x) = 3x% — 12x 4 9.

Luego igualando a 0,
3(x2 —4x4+3)=0 = x =1, x =3

(b) Por el teorema 4.7 (Tom Apostol, capitulo 4), podemos sefialar que:

Si x<1 = f(x)>0 = fescreciente.
Si 1<x<3 = f(x)<0 = fesdecreciente.
Si x>3 = f'(x)>0 = fescreciente.

(c) Sea f(x) = 2x — 4. Entonces,
2x—4>0 = x>2 y 2x—4<0 = x<2.

Por lo tanto por el mismo criterio del teorema 4.7 (Tom Apostol, capitulo 4), se tiene que f’ es
creciente si x > 2 y decreciente si x < 2.

(d)

5 f(x) =2+ (x—1)%
Respuesta.-

(a) Derivando f(x), tenemos
fl(x) =4(x = 1)°%
Luego igualando a 0,
(x-1P%=0 = x=1

(b) Por el teorema 4.7 (Tom Apostol, capitulo 4), podemos sefialar que:

Si x<1 = f'(x)<0 = fesdecreciente.
Si x>1 = f'(x)>0 = fescreciente.

(c) Sea f"(x) = 12(x — 1)2. Ya que (x — 1)? > 0. Por lo tanto por el mismo criterio del teorema 4.7
(Tom Apostol, capitulo 4), se tiene que f’ es creciente para todo x.

(d)
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1
6. f(x) = E
Respuesta.-
(a) Derivando f(x), tenemos
2x 2
() — —
f(x) AT 3
Luego igualando a 0,
2
—5 = 0 = f'(x)esnunca cero.

(b) Por el teorema 4.7 (Tom Apostol, capitulo 4), podemos sefialar que:
Si x<0 = f(x)<0 = fesdecreciente.
Si x>0 = f'(x)>0 = fescreciente.

(c) Sea f"(x) = %. Por lo tanto f’ es decreciente para todo x # 0y x = 0 no esta definido.

(d)

1)
10
-2 2 x
7. f(x) =x+ 1
. = =z
Respuesta.-
(a) Derivando f(x), tenemos
2
flx)=1+ el

Luego igualando a 0,
2
X
(b) Por el teorema 4.7 (Tom Apostol, capitulo 4), podemos sefialar que:

Si x <0 = f'(x)>0 = f escreciente.
Si 1<x<+v2 = f'(x)<0 = fesdecreciente.
Si x>v2 = fl(x)>0 = fescreciente.

6
(c) Sea f"(x) = e Entonces, f’ es creciente para todo x # 0y x = 0 no esta definido.

(d)
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1
A Ve

Respuesta.-

(a) Derivando f(x), tenemos

Luego igualando a 0,
o 2x—4 0 = x=2
(x—12(x—37 -
(b) Por el teorema 4.7 (Tom Apostol, capitulo 4), y teniendo en cuenta que la funcién no estd definida
en x =1y x = 3, podemos sefialar que:

Si x<1l = f(x)>0 f es creciente.

(x) =
Si 1<x<2 = f(x)>0 = fescreciente.
Si 2<x<3 = f(x)<0 = fesdecreciente.
Si x>3 = f(x)<0 = fesdecreciente.
1! 1 1 ! : !
(c) Sea f"(x) = - . Entonces, f’ es creciente paratodo x # 1y x > 3y f'es

(x=3)%  (x—1)°
decreciente para1l < x < 3.

(d)
)
5
s ﬂ
x
9. f(x) = 1—'—7
Respuesta.-

(a) Derivando f(x), tenemos
R x?
fix) = 1+ 2)2

Luego igualando a 0,
1—x?
(14 x2)?

(b) Por el teorema 4.7 (Tom Apostol, capitulo 4), podemos sefialar que:

=0 = x==l.

Si |x|<1 = f'(x)>0 = fescreciente.
Si [x]>1 = f'(x)<0 = fesdecreciente.

x(x? —
(c) Sea f(x) = M

decreciente para x < —\@ ol0<x< \/§

Entonces, f es creciente para todo —v/3 < x < 0o x > /3y f es
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(d)
fx)
05
— 5 x
x? —4
10. f(x) = 2o
Respuesta.-

(a) Derivando f(x), tenemos

f’(x) = —<x210_x9)2

Luego igualando a 0,
10x

(b) Por el teorema 4.7 (Tom Apostol, capitulo 4), podemos sefialar que:

Si x<-3 = f(x)>0 = fescreciente.

(x)
Si -3<x<0 = f'(x) >0 = fescreciente.
Si 0<x<3 = f(x)<0 = fesdecreciente.
Si x >3 = f'(x) <0 = f esdecreciente.
Sea £(x) = 002 +3) o , . 3 3v ' es decreci
(c) Sea f"(x) = 20 ntonces, f’ es creciente para x < —3 0 x > 3y f’ es decreciente para

-3 <x <3
(d)

Jl

11. f(x) = sen?x.
Respuesta.-

(a) Derivando f(x), tenemos
f'(x) = 2senx-cosx = sen(2x).

Luego igualando a 0,

nri
sen(2x) =0 = x= > para n entero.
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. . 1 . . 1
(b) fescrecientesinm <x < (n+ 5Ty decreciente si | n — y|m<x<nm

1 1
(c) Sea f”(x) = —2cos(2x). Entonces, f’ es creciente si (n — 4) <x< (n + 4> 'y f' es decre-
. . 1 3
ciente si n—i—z T<x< n+1 TT.

(d)

12. f(x) = x —senx.

Respuesta.-

(a) Derivando f(x), tenemos
f'(x) =1—cosx.
Luego igualando a 0,
l1-cosx=0 = x=2nm.
(b) f es creciente para todo x ya que 1 — cos x > 0 para todo x.

(c) Sea f”(x) = senx. Entonces, f’ es creciente si 2nm < x < (2+ 1)ty f’ es decreciente si
(2n—1)m < x < 2nm.

(d)

fx)

13. f(x) = x + cosx.

Respuesta.-

(a) Derivando f(x), tenemos
f'(x) =1—senx

Luego igualando a 0,

l1—-senx=0 = x= (2714—;) TT.

(b) f es creciente para todo x, ya que 1 —senx > 0 para todo x.
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1 3
(c) Sea f’(x) = — cosx. Entonces, f' es creciente si (Zn — 2) <x < <2n+ ) 'y f'es decre-

2
. . 1 1
ciente si 2—5 T<x< 2n+§ 7T.

(d)

f(x)

L/

1 1
14. f(x) = gxz + v cos 2x.

Respuesta.-

(a) Derivando f(x), tenemos

f(x) = %x - ésen(Zx).
Luego igualando a 0,

1 1
gx—gsen(2x):0 = x=0.

(b) f escreciente si x > 0y decreciente si x < 0.

(©) Sea f"(x) = x — 3

=373 cos(2x). Entonces, f’ es creciente para todo x.
(d)

fx)

4.20 Ejemplos resueltos de problemas de extremos

Ejemplo Principio del producto méximo con suma constante. Dado un niimero positivo S. Demostrar que entre todos

1
los pares de niimeros positivos x e y tales que x +y = S, el producto xy es el mayor cuando x = y = ES'
Demostracién.- Six+y = S,y = S — x y el producto xy es igual a x(S — x) = xS — x*>. Pongamos
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f(x) = xS — x%. Este polinomio cuadrético tiene como deriva primera f'(x) = S — 2x que es posi-

. . 1 .
tiva para x < %S y negativa para x > ES' Por tanto el mdximo de xy se presenta cuando x = ES’

1
y=5—-x= ES' Esto también se puede demostrar sin utilizar el Calculo. Pongamos simplemente

1 1.\° 1
flx) = i <x - 25) y observamos que f(x) es maximo cuando x = ES'

Principio de suma minima, con producto constante. Dado un ntimero positivo P. Demostrar que entre todos
los pares de ntimeros positivos x e y tales que xy = P, el que hace la suma x + y minima es x = y = /P.

. . . . p .
Demostracion.- Tenemos que determinar el minimo de la funcién f(x) = x + — para x > 0. La primera
x

p
derivada es f'(x) =1 — el Esta es negativa para x> < Py positiva para x> > P, de manera que f(x)

tiene su minimo en x = \/ﬁ Luego, la suma x + i es minima cuando x =y = \/ﬁ

Entre los rectangulos de perimetro dado, el cuadrado es el de mayor area.

Demostracion.- Utilizando el resultado del ejemplo 4.1 Tom Apostol. Sea x e y los lados de un rec-
tdngulo cualquiera. Si el perimetro esta fijado, entonces x + y es constante, con lo que el drea xy tiene
mayor valor cuando x = y. Luego, el rectdingulo maximo es el cuadrado.

La media geométrica de dos nimeros positivos no excede a su media aritmética. Esto es, vVab < %(a +0).

Demostracion.- Dados a > 0, b > 0, sea P = ab. Entre todos los positivos x e y siendo xy = P, la
suma x + y es la menor cuando x = y = /P. Es decir, si xy = P entonces x +y > /P + /P = 2\/P.
En particular, a +b > 2+/P = 2+/ab, con lo que vab < 1(a+0). Laigualdad se presentasiy sélosia = b.

Un bloque de peso W es movido a lo largo de un plano por una fuerza que forma un dngulo 6 con la recta
de la direccién del movimiento, siendo 0 < 0 < %7{,, como se ve en la figura 4.15 Tom Apostol. Supong-
amos que la resistencia por friccién es proporcional a la fuerza normal con la que el bloque presiona
perpendicularmente contra el plano. Hallar el angulo 6 para el que la fuerza de propulsién necesaria
para vencer la friccién sea lo mds pequefia posible.

Demostracién.- [}
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4.21 Ejercicios

1. Demostrar que entre todos los rectangulos de drea dada, el cuadrado es el de perimetro minimo.

Demostracion.- Sea x e y denotado por los lados del rectdngulo. Si el 4rea es fija, entonces xy es
una constante, tal que xy = A. El perimetro de un rectdngulo viene dado por P(x,y) = 2x + 2y, de
donde

A
P(x) =2x + 2;.
Para encontrar el valor minimo, tomamos la derivada de P(x),

2A
P(x)=2—=.
(x)=2-
Luego igualamos a cero y resolvemos para x,
2A
2-—=0 = x=VA
x

Ya que, P'(x) < 0, cuando x < VA y P'(x) > 0, cuando x > VA por el teorema 4.8 Apostol, se tiene
que f tiene un minimo relativo en v/A.. Como x = v/A implica y = v/A, tenemos que el perimetro es
minimo cuando x = y. Es decir, cuando el rectdngulo es un cuadrado.

2. Un granjero tiene L pies de alambre para cercar un terreno de pasto rectangular adyacente a un muro
de piedra. ;Qué dimensiones darén el 4rea méxima al terreno cercado?.

Respuesta.- Sea y el ancho de la pradera (es decir, la longitud de los lados perpendiculares a la pared)
y sea x la longitud de la pradera (es decir, la longitud del lado del rectangulo que es paralelo a la
pared). Entonces, tenemos lo 2y 4 x = L que implica x = L — 2. Entonces queremos maximizar

Ay) = (L—2y)y = Ly — 2y°.

Derivando se tiene,
Ally) = L—4y.

Igualando a cero,

L
L-4y=0 = y=3Y
L L
Asi, A'(y) > 0 cuando y < 17 A'(y) < 0 cuando y > T Por el teorema 4.8 Apostol, A(y) toma el

L
valor méximo cuando y = 1 Luego,

sz—ZyzLZ%z%.

L L
De donde las dimensiones serdan 5 por 1

3. Un granjero quiere cercar un terreno de pasto rectangular de drea A adyacente a un muro de piedra.
¢Qué dimensiones exigen la minima cantidad de alambre de cerca?.

Respuesta.- Sea x la longitud del lado paralelo al muro de piedra e y la longitud de los lados per-
pendiculares al muro de piedra. Entonces, A = xy fija, por lo que y = %. La funcién que queremos
minimizares P = x +2y = x + %. Luego, tomando la derivada que tenemos,
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Igualando a cero,
2A

Asi, P'(x) < 0 cuando x < vV2Ay P/(x) > 0 cuando x > v/2A. Por el teorema 4.8 Apostol, P(x) toma
el valor minimo cuando x = v/2A. De donde,

_A A _V2A
Y= Y 2V2A 2

4. Dado S > O. Probar que entre todos los ndmeros positivos x e y tales que x + y = S, la suma x? + 2
es minima cuando x = y.

Demostracion.- Ya que x +y = S que implica y = S — x. Entonces, la funcién que queremos mini-
mizar es
f(x) =224 (S —x)2
Luego, tomando la derivada se tiene,
f(x) =2x —2(S —x) = 4x — 2S.
Igualando a cero,

4x—-25=0 = x:S

E-
Asi, f'(x) < 0 cuando x < ; y f'(x) > 0 cuando x > ; Por el teorema 4.8 Apostol, f(x) toma el
valor minimo cuando x = ; De donde,
S S
y—S—x—S—E—E.

Por lo tanto la suma es minima, cuando

x=y.

5. Dado R > 0. Probar que entre todos los ntimeros positivos x e y tales que x> + y?> = R, la suma x + y
es maxima cuando x = y.

Demostracién.- Por la ecuacién x? + y? = R se tiene,

y=+VR—x%

Entonces, encontramos el maximo de la funcién de la siguiente manera,

f(x)=x+VR—-x2 = f(x)=1-

S S
R—x2 V2

R
f'(x) < 0cuando x > 4/ > Por el teorema 4.8 Apostol, f(x) toma

X
VR =2

Luego, igualamos a cero,

R
Asi, f'(x) > 0 cuando x < 5

y
o R
el valor méximo cuando x = 5 De donde,

y:\/R—xzsz—];:\/fzx.
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Por lo tanto la suma x + y es maxima, cuando x = y.

6. Cada lado de un cuadrado tiene una longitud L. Demostrar que entre todos los cuadrados inscritos
en el cuadrado dado, el de 4rea minima tiene lados de longitud %L\ﬁ

Respuesta.- Sea un cuadrado con aristas de longitud L de donde x +y = L. Vemos que x e y son
longitudes de las dos secciones de L creadas por el punto en el que la esquina del cuadrado inscrito
se encuentra con el borde del cuadrado exterior. Sea e la longitud de la arista del cuadrado inscrito.
Entonces, x +y = L implica y = L — x. Pongamos f(x) = ¢2, por lo que

Area = f(x) = = x> +y> = x> + (L — x)? = 2x% — 2Lx + L2,
Sacando la derivada,

f'(x) = 4x — 2L.

Igualando a cero,

4 - 2L =0 = x:;

L L
Asi, f'(x) < 0 cuando x < 5y f'(x) > 0 cuando x > 5 Por el teorema 4.8 Apostol, f(x) toma el

. L .
valor minimo cuando x = 5 Usando nuestra ecuacién para y, tenemos

L L
y X 272

Finalmente, resolviendo para la longitud de la arista e,
2o (LN (LY L L _v2
- \2 2) 2 V2 2

7. Cada lado de un cuadrado tiene una longitud L. Hallar el tamafio del cuadrado de méxima 4rea que
puede circunscribirse al cuadrado dado.

Respuesta.- Sea la longitud de la arista del cuadrado circunscrito. Después e = x + y. Ademads,
si L es la longitud de la arista del cuadrado dado, tenemos

PHyr=0 = y:\/m.

Sea f(x) = Area = (x +y)?, entonces

) 2
Area = f(x) = (x +y)* = (L2+x2) =%+ 2xV 12— x2 + [ — x® =2x\/[2 — 22+ [2

Sacando la derivada,
2

2x 12— x2—x
"(x) =212 —x2 — =2 .
f() 1/L2_x2 1/LZ_XZ

Igualando a cero,

L? — x? — L
2= 2 =0 = x=—.
L2 —x2 V2

Asi, f’(x) > 0 cuando x < L y f'(x) < 0 cuando x > L Por el teorema 4.8 Apostol, f(x) toma el

V2 V2

. L .
valor maximo cuando x = —=. Usando nuestra ecuacién para y, tenemos

V2
2 2
B N
2 2 2
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Finalmente, dado que e = x 4 y tenemos el drea del cuadrado circunscrito dada por

Area =’ = (x+y)* = (f+\L[)2 (\22)2—2&

8. Demostrar que entre todos los rectdngulos que pueden inscribirse en un circulo dado, el cuadrado
tiene el drea méxima.

Demostracion.- Sean x e y que denotan las longitudes de los lados del rectdngulo inscrito, y r de-
nota el radio del circulo. Entonces x? + y? = 4r? que implica y = V4r2 —x2. Sea f(x) = x - y.
Entonces, derivando se tiene,

. 4rc -2
Area = f(x) =xy =xV4r2 —x2 = f(x)= !
42 —x2
Luego, Igualando a cero,

472 — 2x?
= =0 = x=+2r
VAar? — x?

Asi, f/(x) < 0 cuando x < v2ry f'(x) > 0 cuando x > /2r. Por el teorema 4.8 Apostol, f(x) toma el
valor maximo cuando x = v/2r. Usando nuestra ecuacién para y, tenemos

Y= Va2 —x2 = /42 —2r2 = V212 = \/2r.

Finalmente, x = y por lo que el rectdngulo es un cuadrado.

9. Demostrar que entre todos los rectdngulos de drea dada, el cuadrado tiene el circulo circunscrito min-
imo.

Demostracion.- Sean x e y los lados del rectdngulo, r el radio del circulo circunscrito y A = xy el
4rea del cuadrado. Entonces,

A=xy = yz?.

Ademas, dado que tenemos un tridngulo rectdngulo cuya hipotenusa es el didmetro del circulo (por
lo tanto es 2r) y cuyos catetos son los lados del cuadrado que tenemos,

1
@2r)?=x+y* = r= SVt

7 ()
= r=—y/x2+ | —
2 X

Vat+ A?
= T:T.

Luego queremos encontrar el valor minimo de esta funcién (ya que esta funcién nos da el radio del
circulo). Llamemos a la funcién f(x) y tomemos su derivada de la siguiente manera,

x2 x4 — A2

4x? VvVt + A2 2x2
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Igualando a cero,

il “-A o _ VA, n-vVA
Tz 22 = xX=a = x=VA x= .
Luego el punto critico es un minimo ya que, f'(x) < 0 cuando x < VAy f'(x) > 0 cuando x > V/A.
Por lo tanto, el radio del circulo se minimiza cuando x = y = /A, por lo que el rectdngulo es un
cuadrado.

10. Dada una esfera de radio R. Hallar el radio r y la altura & del cilindro circular recto de mayor superfi-
cie lateral 27trh que puede inscribirse en la esfera.

Demostracién.- Primero, sea h una funcién de r. Luego sea, un tridngulo rectangulo con hipotenusa
de longitud r y catetos de longitud % (ya que el segundo cateto solo llega al centro de la esfera, noala
longitud total del cilindro). Por lo tanto,

2

h
R2=r2+Z = h=2VR2-12
Entonces, sabemos que el drea de la superficie lateral, , viene dada por la férmula

A =2mrh =2mr\V/R2 — 2 = 4rtr/ R?2 — 12,

Llamando a esta funcién f(r) y diferenciando tenemos,

4mr

(1) — 2_ 2
fi(r) =4nVR? — 12 + o
Igualando a cero,

AR - o 2R = =R

VRZ—12 V2’

Luego, f/(r) < 0 cuando r < R y f'(r) > 0 cuando r > i Por el teorema 4.8 Tom Apostol, f(r)

V2 V2

toma el valor minimo cuando r = Por lo tanto, el drea de la superficie lateral es minima cuando

R

7
2

o g RE_ R

2 2 2

11. Entre todos los cilindros circulares rectos de area lateral dada, demostrar que la menor esfera circun-
scrita tiene el radio igual al radio del cilindro multiplicado por v/2.

Demostracion.- El drea de la superficie lateral A = 27trh es constante y

12
RZ=1r2+4 T
Entonces, tenemos
A=2mrh = h= %
Por lo tanto,
2 2 2
R2=r2+hz=r2+161272r2 = R=1/r? 16171;21’2
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Llamemos a esta funcién f/(r) = 0. Luego tomando la derivada,

1
1 Az N\ 2 2A%
! N _
fiin=5 <r * 16n2r2> <2r 16n2r3) '
Igualando a cero,

2 1671212

1 1 /A
Luego, f'(r) < 0 cuando r < N y f'(r) > 0 cuando r > 51/ =t Por el teorema 4.8 Tom Apostol,
A
s

s A? 1 /A

= _ = r= )
" T o2 TV 7

N|—
N
N
b
N
N————
|
(]
N8
S
b
N
N8

f(r) toma el valor minimo cuando r = . Por lo tanto, el radio de la esfera circunscrita es minimo

A2 2A
g 2 —_— _— 2 .
R=\""* 162 =\ a2 Var

cuando

12. Dado Un cono circular recto de radio R y altura H. Hallar el radio y la altura del cilindro circular recto
de mayor érea lateral que puede inscribirse en el cono.

Respuesta.- El area de la superficie lateral del cilindro viene dada por A = 277k, donde res el radio
del cilindro y hes la altura del cilindro. Del diagrama encontramos una férmula para  en términos
de las constantes H y R, y el radio del cilindro 7,

H

Asi, sea f(r) el area de la superficie lateral tenemos

2nH
A= f(r) = 27trh = 27tr <_;{r + H> =21rH — er'

Tomando la derivada con respecto a r e igualando a cero,

o - g & R-2r=0 = ;=%
R 2
! R ! R
Luego, f'(r) > 0 cuando r < ) y f'(r) < 0cuandor > 5 Por el teorema 4.8 Tom Apostol, f(r) toma

. R - .
el valor maximo cuando r = 7 Por lo tanto, el area de la superficie lateral es médxima cuando

1
h—EH.

13. Hallar las dimensiones del cilindro circular recto de méximo volumen que puede inscribirse en un
cono circular recto de radio R y altura H.

Respuesta.- Tenemos la siguiente expresion para h,

H
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Entonces,
V = nr*h = nr? (—I;r—l- H) = — 7TR—HV3
Derivando con respecto a 7,
‘Z—‘: = 27tHr — 37TH72
Igualando a cero,
onHr— T2 o 5 2nH—¥ =0
= 1- %r =0
~ r=2R
3

2 2
Luego, f'(r) > 0 cuando r < gR y f'(r) < 0 cuando r > §R' Por el teorema 4.8 Tom Apostol, f(r)

o 2 .
toma el valor méaximo cuando r = §R' Por lo tanto, el volumen es méaximo cuando

2
h—gH.

14. Dada una esfera de radio R. Calcular, en funcién de R, el radio r y la altura h del cono circular recto

de mayor volumen que puede inscribirse en esa esfera.

Respuesta.- Queremos maximizar el volumen del cono,

1
V - 57-[72]’1

Luego podemos encontrar la siguiente expresion para h en términos de Ry 7,

h=R+VR?>—r2

Por lo tanto, nuestra expresion para V en términos de r es

1 1
V = mr’R + gmzx/ R? — 2,

3

Derivando con respecto a 7,

v _ %m’R—i- gm’\/ RZ2 —r2— %mﬁ (Rl) = %m’ (R—i— VR2 - r2)

dr 3 2 _ 42

Igualando a cero,

3

2 7r
- A/ R2 — 42 7 = N R2 — 42 .
7[7"(R—|— R 1’) 0 = R++vVR T ; 72

C3VRI-2

= 92 =8r2R?

24/2
r:—{R.
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15.

16.

Luego, f'(r) > 0 cuando r < %R y f'(r) < 0 cuando r > 23£R. Por el teorema 4.8 Tom Apostol,

2v/2
f(r) toma el valor maximo cuando r = T\fR. Por lo tanto, el volumen es méximo cuando
/ 8 4
h=R R2 - —R2=_R.
+ 9 3

Hallar el rectangulo de mayor 4rea que puede inscribirse en un semicirculo, teniendo la base inferior
en el didmetro.

Respuesta.- Sean r el radio del semicirculo, x la mitad de la base del rectangulo e y la altura del
rectangulo. Queremos maximizar el drea, A = 2xy tal que

y=Vr2—x2
Luego,
A=2x (\/rz —x2> :
Derivando con respecto a x,

dA 2x2
"(x) = — 2 _ 42
(%) 7 2V r? —x =

Igualando a cero,

22
2\/r2—x2—;:0 = 212 —x2 =242

2 _ 2

Luego, f/(x) > 0 cuando x < Lz y f'(x) < 0 cuando x > " Por el teorema 4.8 Tom Apostol, f(x)

V2 V2

P r
toma el valor maximo cuando x = —. Ya que y = V> — x2, entonces

V2

2r

V2

r

V2

Por lo tanto, la base del rectangulo tiene longitud y su altura tiene longitud

Hallar el trapecio de mayor drea que puede inscribirse en un semicirculo, teniendo la base inferior en
el diametro.

Respuesta.- Sea rel radio del semicirculo, by sea el borde inferior del trapezoide y by el borde su-
perior. Recordamos de la geometria que el drea del trapezoide estd dada por

1
A= E(bl + by)h.,

donde b; y by son las longitudes de las bases y & es la altura del trapezoide. A continuacién, quere-
mos encontrar férmulas para by y by en funcién al radio . Como b; se encuentra en el didmetro del
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17.

semicirculo, tenemos b; = 2r. La hipotenusa de cada uno de estos es r, y los catetos tienen longitudes
b
hy 32 Por lo tanto,
2
b

2
r2:h2—|—<> = r2:h2+z

= b =4r? —4n?

= by =2v r2 — K2,
Sustituyendo estos en la férmula para el drea de un trapezoide, obtenemos una expresién para el drea

del trapezoide en funcion de r y h,

A= Jh(br+b2) = hr + /72— 12

Derivando con respecto a #,
dA h?
/ = — = 2 — 2 el e —
f'(h) T r+Vr2—h 0

Igualamos a cero para encontrar los puntos criticos,

2
r+ 72—h2—2h7hz:0 = rWr2—h2+r2 W —nr?
ré —

= 4h* =3r7n?

Luego, f'(h) > 0 cuando h < ?r y f'(h) < 0 cuando h > ?r. Por el teorema 4.8 Tom Apostol,

3
h) toma el valor méximo cuando h = £r. Finalmente, usamos este valor h para resolver b, en
5 p

funcién de r,
2
by =212 —h2 = 24/ rzr.

Como by = 2r, entonces las longitudes de los bordes superiores e inferiores del trapezoide son:

by = 2r, by =r.

Una caja abierta estd construida con un rectdngulo de cartén quitando cuadrados iguales en cada es-
quina y doblando hacia arriba los bordes. Hallar las dimensiones de la caja de mayor volumen que
puede construirse de tal modo si el rectdngulo tiene como lados a) 10 y 10; b) 12 y 18.

Respuesta.- Comenzamos con un rectdngulo con lados cada uno de longitud 10. Entonces, los bordes
de la base de la caja tienen cada uno, una longitud de | = w = 10 — 2x, y la altura x; por lo tanto, el
volumen es

V = x(10 — 2x)? = 4x% — 40x? + 100x.

Derivando con respecto a x,

f'(x) = ’% = 12x% — 80x + 100.
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18.

Igualamos a cero para encontrar los puntos criticos,

12> —80x+100=0 = x =5y x =4

5 5
Luego, f'(x) > 0 cuando 0 < x < 1 y f'(x) < 0 cuando 3 <x< 5. Por el teorema 4.8 Tom Apostol,

V toma el valor maximo cuando x = g Resolviendo para la longitud y el ancho de la base de la caja

I = =10—2x=10—-2( = | = —.

tenemos, entonces

Para el inciso b) comencemos con un rectdngulo de 18 de largo y 12 de ancho. Entonces, los bordes de
la base de la caja tienen longitudes w = 12 — 2x y I = 18 — 2x, y la altura de la caja es x. Por tanto, el
volumen es

V = x(12 — 2x) (18 — 2x) = 4x> — 60x? + 216x.

Derivando con respecto a x,

f(x) = ”% = 12x% — 120x + 216.

Igualamos a cero para encontrar los puntos criticos,
12¢%2 —120x +216 =0 = x;=5-V7 y x=5+V7.
—V7 —V7
Luego, f'(x) > 0 cuando 0 < x < > 2\[ y f'(x) < 0 cuando > 2\[
5_

< x < 5+ /7. Por el teorema

4.8 Tom Apostol, V toma el valor maximo cuando x = . Resolviendo para [ y w se tiene,

l=w=18-25-V7)=8-2V7, w=12-2(5—-V7)=2+2V7.

Siay bson los catetos de un tridngulo rectangulo cuya hipotenusa es 1, hallar el mayor valor de 2a + b.

Respuesta.- Por el teorema de Pitdgoras, se tiene

P+t =1 = a=+1-02

Recordemos que queremos maximizar,

2a+b=2V1-b2+b.

Llamemos a esta funcién f(b) y derivemos con respecto a b tenemos,

oy 2b
f(b) = L

Igualamos a cero para encontrar los puntos criticos,

. D S Y VAN iy o S

= 5p2=1-10%
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Luego, f'(b) > 0 cuando b < ? y f'(b) < 0 cuando b > ? Por el teorema 4.8 Tom Apostol, f(b)

toma el valor méximo cuando b = g Dado quea = V1 — b2, se tiene

61_72\@
=

Por lo tanto, el méximo valor de 2a + b es

=~
m%
Ul

—|—§fo5.

19. Un camién va ha recorrer 300 millas por una autopista a una velocidad constante de x millas por hora.
Las leyes de velocidad requieren 30 < x < 60. Suponga que el combustible cuesta 30 centavos por
galén y se consume a razén de 2 + x? /600 galones por hora. Si el salario del conductor es de D délares
por hora y obedece todas las leyes de velocidad, encuentre la velocidad més econémica y el costo del
viajesi(a) D=0,(b)D=1,(c)D=2,(d) D =3,(e) D =4.

Respuesta.- Primero escribamos una ecuacion para el costo total del viaje en términos de velocidad
x. Al conducir se le debe pagar D dolares por hora, y el viaje dura 300/ x horas. Es decir, 300 millas
divididas por el nimero de millas por hora. De donde obtenemos,

Salario = @

Luego, el costo total del combustible es el nimero de horas de viaje, dado por 300/ x por el ntimero
de galones de combustible por hora por el costo del combustible, 30 centavos por galén:

2
1
Coste combustible = 0.3 (8?;)) <2+ X ) = 80 | 3x

600) ~ x "0
Entonces, el costo total del viaje en términos de la velocidad es

300D +180 | 3x

C(x) p + 0"

Ahora, calculemos para los valores especificos de D del problema.
a) Si D = 0, entonces

_ 30004180 20 180 3x o
o X 3x x 20 o

180 3

Igualando a cero para encontrar los puntos criticos,

180 3

Luego, C'(x) < 0 cuando x < 20/3 y C'(x) > 0 cuando x > 20+/3. Por el teorema 4.8 Tom
Apostol, c(x) toma el valor minimo cuando x = 20+/3. El costo a esta velocidad es,

Clx) = 20 %‘ — 6v/3 = $10.39.
b) Si D = 1, entonces
480  3x My 480 3
C(x) = . +20 = C(C(x)= 2 +20.
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<)

d)

Igualando a cero para encontrar los puntos criticos,

480 3

—?—0—%:0 = x:40ﬁmph.

Luego, C'(x) < 0 cuando x < 402y C'(x) > 0 cuando x > 40+/2. Por el teorema 4.8 Tom
Apostol, ¢(x) toma el valor minimo cuando x = 40+/2. El costo a esta velocidad es,

480  3-40V2

C(x) = =12V2 = $16.97.
Si D = 2, entonces
780 | 3x o 780 3
C(x) = . +20 = (C'(x)= 2 +20.

Igualando a cero para encontrar los puntos criticos,

780 3

—“7 t55=0 = x=20V3mph

Ya que 30 < x < 60 < 204/3 y dado que el costo es decreciente en el intervalo 30 < x < 60. Es
decir la derivada es negativa en todo el intervalo, tomamos x = 60 mph. Luego

C=13+4+9 = $22.

Si D = 3, entonces

_ 1080 | 3x ;o 1080 3
C(X)—?—FE = C(X)— x2 +20
Igualando a cero para encontrar los puntos criticos,
1080 3
-~ + 0= 0 = x= 30\6mph.

Ya que 30 < x < 60 < 30v/2 y dado que el costo es decreciente en el intervalo 30 < x < 60. Es
decir la derivada es negativa en todo el intervalo, tomamos x = 60 mph. Luego

1080

C=——490=9%$27.
<0 +90=8

Si D = 4, entonces

1380 | 3x ;oo 1380 3

C(x)—?—i-ﬁ = C(X)— xz +20

Igualando a cero para encontrar los puntos criticos,

1380 3

7ty =0 = x = 20v/23mph.

Ya que 30 < x < 60 < 20v/23 y dado que el costo es decreciente en el intervalo 30 < x < 60. Es
decir la derivada es negativa en todo el intervalo, tomamos x = 60 mph. Luego

1380
C=——+4+9=5%32
o T $

20. Se obtiene un cilindro haciendo girar un rectdngulo alrededor del eje x, la base del rectangulo se en-
cuentra en el eje x y todo el rectdngulo se encuentra en la region entre la curvay = x/(x2 + 1) y el eje
x. Encuentre el volumen maximo posible del cilindro.
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21.

Respuesta.- Primero, sabemos que las dos esquinas superiores deben tener la misma distancia desde
el eje x (dado que este es un rectdngulo, la linea que une las esquinas superiores debe ser horizontal).
Ambas esquinas superiores se encontrardn en la curva y ya que si alguna de las esquinas no estu-
viera en la curva, podriamos obtener un rectingulo mas grande (por lo tanto, un cilindro més grande
cuando rotemos). Extendiendo el rectdngulo para que la esquina esté en la curva. Sea a la coordenada
x de la esquina superior izquierda y b la coordenada x de la esquina superior derecha. Dado que
ambos se encuentran en la curva que tenemos,

a b
T2 irE & ) =b1+a)

= a?(=b)+a(1+b*) =0

142 EV1-202+ b4
2b

1+ 02+ (1-0?)
2b

= g=

Sin embargo, una de estas soluciones es el caso trivial 4 = b, por lo que el cilindro n este caso tiene
volumen 0. Luego, la otra solucién serd

R ks Sl |

2b b’

En este caso, calculando el volument de este cilindro, tenemos

vl (v 1) = v ] () = e

Derivando con respecto a x,

, 3x%2 —1)(6x)(x2 +1)2 — (2% — x) (x> + 1) (2x —xtrex?—1
Vi) - SO e )2 e

Igualando a cero para encontrar los puntos criticos,

—x*+6x2—1

_ 4 2 _ 2 _

Estos valores de x? corresponden a los valores de a y b, por lo que tenemos

b=Vx=1\/3+2V2=1V2

Ya que el problema requiere que sea un valor positivo. El valor maximo Vinax esta dado por,

1+v232-1-v2 =

Vimax = 7T = .

La esquina inferior derecha de una pégina se dobla para llegar al borde més a la izquierda. (Vea la
Figura 4.17. Tom Apostol, capitulo 4) Si el ancho de la pagina es de seis pulgadas, encuentre la lon-
gitud minima del pliegue. ;Qué dngulo formara este pliegue minimo con el borde més a la derecha
de la pagina? Suponga que la pégina es lo suficientemente larga para evitar que el pliegue llegue a la
parte superior de la pagina.

Respuesta.- Denote el angulo que forma el pliegue con el borde derecho del papel mediante 6, el
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ancho horizontal del pliegue por x (es decir, la linea de puntos a lo largo de la parte inferior de la
longitud del papel x), y que la longitud del pliegue sea y. Entonces, del diagrama vemos x = ysen6.
Luego, el tridangulo encerrado por las lineas negras punteadas debe ser congruente con el tridngulo
encerrado por las lineas azules, ya que cuando doblamos el papel, el triangulo encerrado por las lineas
negras punteadas es exactamente el espacio en el que estaba el tridngulo azul antes de que hiciéramos
el doblez. (Disculpe el hecho de que el diagrama estd mal dibujado y hace que estos dos triangulos
parezcan de diferentes tamarfios.) Teniendo esto en cuenta, considere el tridngulo en la esquina inferior
izquierda. Este tridngulo tiene hipotenusa x = ysen 6 y el 4ngulo en la esquina inferior derecha debe
ser 260 (Esto se debe a que los otros dos dngulos a lo largo de la linea horizontal en la parte inferior son
ambos 90 — 6, y 180 — (90 — 0) — (90 — 6) — 20). Finalmente, la longitud del cateto de este triangulo
a lo largo de la parte inferior de la hoja de papel es 6 — x = 6 — ysen 6 ya que sabemos que el papel
mide 6 pulgadas de ancho.

De la trigonometria (especificamente, cos es igual a adyacente sobre la hipotenusa) tenemos

cos(20) = 6—ysend = cos(20) = 6 _
ysenf ysenf

= cos(20)+1= 6
~ ysenf

= ysenf = 6

¥ ~ cos(20) +1

6

=

Y= send [cos(26) + 1]

6

= y=—"
Y= Jsenfcos? 6

La igualdad final se sigue del uso de la identidad trigonométrica cos(26) = 2 cos? @ — 1 lo que implica
1+ cos(20) = 2cos?§. Ahora queremos minimizar y que es lo mismo que maximizar 2 sen 6 cos? 6.
Tomando la derivada de esto y poniéndola a 0 para encontrar los puntos criticos que tenemos,

(2senfcos?f) =0 = 2cos’f —4coshsen’d =0
= cos’0 —2sen?0 =0

= 1—-3sen?0=0

1
= senf = —

V3

1 1
Ya que 1 —3sen?f > O parasenf < —y1—3sen?§ < 0parasent > — tenemos que 2sen 6 cos”

V3 V3

tiene un méximo cuando senf = . Por lo tanto, reemplazando esto en nuestra expresion para la

1
V3

longitud del pliegue que tenemos

6 _(3\@)6_9\/3
)

REATE 3

() =oreen P
0 = arcsen | — | = arctan —.
3 2
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22. (a) Un tridngulo isdsceles estd inscrito en una circunferencia de radio 7 como se indica en la figura
4.18 (Tom Apostol). Suponiendo el dngulo 2« en el vértice, comprendido entre O y 17, hallar
el valor medio y el valor menor del perimetro del tridngulo. Dar todos los detalles del razon-
amiento seguido. Respuesta.- Podemos imaginar seis lineas radiales, que dividen el tridngulo en
seis tridngulos congruentes, cada uno con hipotenusa de longitud r y catetos de longitud r sen a.
Dos de los lados del tridngulo is6sceles inscrito tienen longitudes 2r cos a y el tercer cateto tiene
longitudes 2r sen(2a). Por lo tanto, el perimetro es,

P =4rsenwa + 2rsen(2a«).

Sacando la derivada,
P’ = —4sena + 4r cos(2a).

Ahora, debemos notar que los valores extremos de la funcién ocurren cuando la derivada es 0

o en un punto final del intervalo que estamos viendo; en este caso, 0 < a < % es el intervalo

estipulado en el problema. Primero, igualemos la derivada a cero y encontremos los valores de en
el intervalo en el que la derivada es 0.

—4rsenw +4rcos(2a) =0 = 4rcos(2a) = 4rsena
= cos(2a) = sena
= 1-—2sen’a = senw
= 2sen’a+sena—1=0

—1++v1+38

= sena =
4

1
= sena =g, y -1

Entonces, el tinico de « en el intervalo [0, F] tal que sena = % ya=—1les
P
=5

Reemplazando esto en nuestra expresion para el perimetro del tridngulo isésceles, encontramos,

Puax = 4rcosa + 2rsen(2u)
T T
= 3rcos (g) + 2r sen (5)
= 2V3r+3r

= 3.3

Examinando el signo de la derivada de la funcién perimetral a medida que « cambia, vemos que
se trata de un maximo. Ademads, vemos que el minimo ocurre en el punto final, « = 0. Entonces
el perimetro minimo es

Ppin = 4rcosa + 2rsen(2a) = 4rcos0 + 2rsenQ = 4r.

(b) ¢Cudl es el radio del menor disco circular suficientemente grande para cubrir todo tridngulo
is6sceles de perimetro dado L? Dar todos los detalles del razonamiento.
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4.21. Ejercicios Chapter 4. Calculo diferencial

Respuesta.- Primero, identificamos el valor « en el que el radio necesario para cubrir el tridn-
gulo isdsceles es maximo (el peor de los casos para cubrir el tridngulo, si lo desea). De la parte (a)
sabemos que el perimetro L debe satisfacer la ecuacion

L = 4rcosa + 2rsen(2a).

Como L ahora es una constante fija, podemos escribir r como una funcién de «,

L
"7 Lcosa +2sen(2a)’

Ahora, el valor de r es méximo cuando el denominador es minimo, por lo que estamos buscando
un minimo de la funcién
f(a) = 4cosa + 2sen(2u).

Tomando la derivada,
f'(a) = —4sena + 4 cos(2a).

Igualamos esto a cero para encontrar los puntos criticos.
—4senw+4cos(2a) =0 = sena = cos(2u).

De la parte (a) sabemos que esto implica @ = 0 0o « = 7. Nuevamente, de la parte (a) sabemos
que esto es minimo cuando « = 0. Ya que estamos tratando de minimizar esto, queremos el valor
x=0.

Finalmente, hay un pequefio problema con & = 0, ya que corresponde solo a una linea, no real-
mente a un tridngulo. Podemos ignorar ese problema y simplemente conectar « = 0 o (lo que
equivaldra a lo mismo) podemos encontrar el valor minimo de como limite como:

L L

=1li =—.
"= S Zcosa +2 sen(2a) 4

donde podemos calcular el limite simplemente evaluando en & = 0 ya que la funcién es continua.

23. Una ventana tiene forma de rectdngulo terminando por un semicirculo con didmetro igual a la base
del rectangulo. La parte rectangular debe ser de vidrio transparente y la parte semicircular debe ser
de vidrio coloreado que admita solo la mitad de luz por pie cuadrado que el vidrio transparente. El
perimetro total del marco de la ventana debe tener una longitud fija P. Encuentre, en términos de P,
las dimensiones de la ventana que admitirdn la mayor cantidad de luz.

Respuesta.- Sea r la longitud del radio del semicirculo. Entonces, el perimetro estd dado por la
ecuacion,

_ P-2r—mr

= 5 )

La cantidad total de luz que entra por la ventana es el 4rea de la parte rectangular multiplicada por 1,
mads el drea de la regién semicircular multiplicada por 1/2:

P=2r+2x+nmr = «x

1 7.”,2 7.”,2
_ il A o
L=2rx+ ( ) =2rx +

Reemplazando nuestra expresioén para x obtenemos una expresion para la cantidad total de luz en
términos del radio (y la constante P),
2

P—2r—mr mr? 5 ,  mr? , 3mr
L-2r(2)+4—Pr—2r — 7T —i—T—Pr—Zr —

Diferenciando con respecto a r tenemos

37ty
L'=pP—4r- 22"
T
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Igualando esto a 0 y resolviendo para 7,

37ty 2P
T - =

Como la longitud de la base de la regién rectangular es 2r, la base del rectangulo tiene una longitud

4P

Base = 2r = .
ase r 813

Entonces, usando la expresién anterior para X, la altura de la region rectangular, tenemos,

- P—2r—nr

o 2

4P 2P
_ P_8+37r_8+53r7t

2
- B_ 2P _ Pr
2 8+3m 8+3rm
_ (8 +3m)P — 4P — 27tP
- 16 + 671
_ P(4+n)
164671

Estas son las dimensiones solicitadas en cuanto al perimetro.

24. Un trozo de madera de 12 pies de largo tiene la forma de un tronco de cono circular recto con diamet-
ros de 4 pies y (4 + h) pies en sus extremos, donde /1 > 0. Determine, en funcién de /, el volumen del
rectdngulo mds grande Cilindro circular que se puede cortar del tronco, si su eje coincide con el del
tronco.

Respuesta.- Denotemos r el radio del cilindro circular recto y a su altura. Entonces, el volumen esta
dado por

V = nrla.

Primero, encontramos una ecuacién para 4 en términos de r. Supongamos que a se encuentra en la
linea que conecta el origen con el borde superior del tronco. La ecuacién de esta linea es y = %x
porque tiene pendiente 2,1—4 (ya que la altura del tronco es de 12 pies y la distancia horizontal entre el

borde inferior y el borde superior es %). Por lo tanto,

24 h

Por lo tanto, tenemos el volumen V del cilindro que estamos cortando dado por

48 24
V:nrza:mfz(h—hr—i-lz).

Como queremos maximizar este volumen, tomamos la derivada con respecto a r y buscamos los
puntos criticos,
AV 96mr  72mr?
dr b h

+ 247tr.
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25.

Igualando esto a 0 tenemos,

967ty _ 72712

7 +24nr =0 = 967r — 7271r? + 247trh = 0

= 4-3r+h=0

44 h
—5

También tenemos una restricciéon adicional del problema que es que deberiamos requerir » > 2 ya que
la altura maxima del cilindro que estamos cortando es de 12 pies y

r =

24 h
24+ = — <12 > 2.
h(+2 r)_ = r>

4”1 esto implica que este valor es valido para i > 2. Entonces si 1 > 2 tenemos

24 h 24 (4+h
3 ) =7 (%)

Reemplazando esto en la férmula para el volumen del cilindro obtenemos un maximo para el volu-

men de L, (443 4+h\  4m
V—T[T’(J—?T( ) ( )( ) (4+h)

Si0 < h <2, entonces tenemosr =2yasia = 5= 2 = 12. Por lo tanto,

Yaquer =

V = nr’a = 487
Poniendo esto junto en una ecuacién tenemos

487 si0<h<2

V= 4

n>0
9h(4—|—h) sih>2

n
Dados n nameros reales a, ..., 4,. Demuestre quelasuma Y (x — ak)2 es minima cuando x es la media
k=1
aritmética de ay, ..., a,

Respuesta.- Recordemos que la media aritmética de 4y, ..., a, estd dada por,
_m+...+an
—
Para encontrar el minimo, primero tomamos la derivada, usando la linealidad de la derivada sobre
esta suma (finita), (es decir, usandoeso (f + ¢)' = f' + <),

[i (x — ak)2] = ani (xz — 2apx + a%)

k=1

/

= [(x® —2mx +a?) + (x2 —2apx + a3) + ...+ (2 — 2a,x +a2)]’
= [ —2(a +art...+a)x+ (@+...+a2)]

= 2nx—2(ag+ar+...+ay)
n
= 2) (x—a).

k=1

318



Chapter 4. Célculo diferencial 4.21. Ejercicios

Igualando esto a 0 y resolviendo tenemos

Zi(x—ak)zo = 2<Zx—iak> =0
k=1

k=1 k=1
n
= nx—) a=0
k=1

= nx=Yjp_qa

a+...+ay
X = ————.
n

26. Si x > 0,sea f(x) = 5x2 + Ax~%, donde A es una constante positiva. Encuentre el A mas pequefio tal
que f(x) > 24 para todo x > 0.

Respuesta.- Primero encontraremos el minimo de la funcién. Para luego establecer el minimo en-
contrado e igualar a 24. Para encontrar el minimo tomamos la derivada de f(x),

f'(x) = 10x —5Ax
Luego, igualando a cero y resolviendo tenemos

A 1/7
10x —5Ax =0 = 100/ =54 = x:<2> ,

Por lo que f(x) tiene un minimo en este punto x. Ahora remplazando x, f(x) e igualandolo a 24,

obtenemos
-7
5()3+A<A) — 24

27. Para cada t real, sea f(x) = —1ix3 + t2x, y sea m(t) el minimo de f(x) sobre el intervalo 0 < x < 1.
Determine el valor de m(t) para cada t en el intervalo —1 < t < 1. Recuerde que para algunos valores
de t el minimo de f(x) puede ocurrir en los extremos del intervalo 0 < x < 1.

Respuesta.- Dado que Apostol nos advierte especificamente que tengamos cuidado de que la solucién
minima esté en los extremos de [0, 1], calculamos el valoren 0y 1,

f(0) = —%03+t2(0):o

1 1
—1B 21 =12 — .
30t ) 3

-

—
—_

~—
|

Derivando f(x),
fl(x) = —x> + 1%
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Igualando a 0, encontramos que si f(x) tiene un extremo en el interior de [0,1], entonces

24P =0 = x*=t = x=|t| (yaquex>0).

Luego, evaluando f(x) en x = |¢| se tiene,
Lo 2 2,
t|) = — =1t +H 5|t = 7|t
FUt]) = =30t + £t = F 7]

Pero esto es mayor o igual a 0 para todos los valores de t € [—1,1], por lo que no puede ser el minimo
(ya que sabemos f(0) = 0 que es al menos mayor que f(0)). Por lo tanto, el minimo debe ocurrir en
los puntos extremos. Es decir,

1
0 si #2>=
si t‘i3
m(t) =
1 1
ﬂ—g si ﬂ<§

28. Se sabe que un niimero x estd en un intervalo 4 < x < b, donde a > 0. Deseamos aproximar x por
otro namero f en [a, b] para que el error relativo, |t — x|/x, sea lo mas pequeno posible. Sea M(t) el
valor méaximo de |t — x|/x cuando x varia de a a b. a) Demuestre que este maximo ocurre en uno de
los extremos x = a 0 x = b. (b Demuestre que M(t) es menor cuando ¢ es la media armoénicade a y b,

es decir, cuando 1/t = %(1/11 +1/b).

Respuesta.-

(a) Reescribimos el término de error como una funcién por partes (para que podamos considerar la
derivada de cada parte),

|t | p sit > x
—X

X X — )
sit < x.

x
Entonces, tomamos la derivada con respecto a x, se tiene

t .
—— sit>x

|t _ x’ ! _ x2
x N t
—— sit<ux.
%2

Pero sabemos que a > 0y dado que ambos x y ¢ estan en el intervalo [a, ], tenemos x,t > 0. Por
lo tanto, la derivada no es cero en ningtn lugar del intervalo (ya que fx—tz #0y x—tz # 0 por lo que
t no es cero). Asi, M(t) no puede tener un maximo en (a,b), por lo que el méximo debe estar en

uno de los puntos extremos, x =20 x = b.

(b) Ahora, queremos encontrar el valor de f el cual M(t) es menor (es decir, cuando el error maximo
es menor). De la parte (a), sabemos que para cualquier ¢ fijo, el valor médximo del error debe
ocurrir en un punto final, x = 2 0 x = b. Como M() es la funciéon que devuelve el maximo error,

tenemos | | | bl
t—a t—
M(t) = —— M(t) = ———.
(t) — o M() 5
Se sabe que este es el mdximo error, por lo que
|t—a] . t—a _t—0b
M(t) = —— >
() a St a b
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_|t=bl . t—a _t-—b
M(t) = 5 st ——>—
Luego, yaquea < t < b, entonces |t —a| =t —ay |t —b| = b —t. Ahora,
t—a>b—t N 2ab
a b a+b
y
b—t>t—a o ie 2ab
b a a+b
Asi, podemos dar una férmula para M(t),
t—a 2ab
— Ssit> ——
a+b
M(t) =
b—t sif < 2ab
b a+b
Derivando con respecto a ¢, tenemos
. 2ab
- sit > ——
a+b
M'(t) =
—— sit< 2ab
b a+b
. L L 2ab , e
Por el hecho de que a y b son positivos. Es decir, M'(t) es negativo si t < PR M'(t) es positivo si

2ab 2ab 2ab
x> aL ; Entonces M(t) es decreciente para t < aaﬂ y creciente para f > aaﬂ‘ Por lo tanto M(t)

tiene un minimo en

PR

a+b = 1= 2qab 2

,_ 2ab a+b1<1 1)

4.22 Derivadas Parciales

Si flxo+ 1 yo) = f(x0,%0) tiende a un limite definido cuando & — 0 este limite se denomina la derivada

h
parcial de f con respecto a x.

Para asignar la derivada parcial con respecto de x, hay varios simbolos siendo algunos de los mds corri-
entes:

af (xo0,Y0)

faixy, fe(x0,%0),  fi(xo,50) ,D1f(x0,%0)
El subindice en las dos tltimas notaciones se refiere al hecho de que sélo la primera coordenada varfa
cuando se forma el cociente de diferencias.

Asfi se tiene
f(xo +h,y0) — f(x0,%0)

=1 .
hlg(l) h

Andlogamente, se define la derivada partial respecto a y en (xg, i) por

f(x0,y0 +k) — f(x0,%0)

= li .
f2(x0,%0) lim ?

f1(x0,y0)
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Siendo las notaciones correspondientes

df (xo0, ¥0)

ay fy(xo.y0), fa(x0,90) , D2f (x0,0)

Si se escribe z = f(x,y), también se usan los simbolos 0z/dx y dz/dy para designar las derivadas par-
ciales.

Geométricamente, la derivada parcial fi(x,y,) representa la pendiente de la tangente en un punto de la
curva.

La derivacion parcial es un proceso que da lugar a nuevas funciones f; = (df/dx) y fo = df /dy a partir
de una funcién dada. Puesto que f; y f» son a us vez funciones de dos variables, se pueden considerar
sus derivadas parciales. Estas se denominan derivadas parciales de segundo orden de f y se indican
como sigue:

2f 2f 2f 2f
fia = fee = ox2’ ha= fx’yayax’ fo1 = fyx = 9xay’ fo2 = fyy = oy’

En la notacién 0 se indica el orden de derivacién escribiendo,
2f _ o (3
dyox  dy \dx /)’

Esta derivada no siempre coinciden con la derivada parcial que resulta al invertir el orden de derivacién:

5o (of
dxdy  dx \dy /)’

4.23 Ejercicios

En los Ejercicios 1 al 8, calcular todas las derivadas parciales de primer y segundo orden. Comprobar en
cada caso que las derivadas parciales f12(x,y) y f21(x,y) son iguales.

1. f(x,y) = x* +y* — 4x?y%

Respuesta.- Las derivada parcial de primer orden estan dadas por:

of  _ 3 2
4x° — 8xy~.
of  _ 3 2

o 4y° — 8x“y.
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Las derivadas parciales de segundo orden estan dadas por:

327]2; = 12x% —8y°.
fia(x,y) = aigy = % (g;;) = % (4° — 8x%y) = —16xy.
foa(xy) = a?;afx = ;y (?;) - aay (4x3 — 8xy?) = —16xy.
ng; = 12y% —8x2.

Luego, vemos que f12(x,¥) = f21(x,y).

82f azf
fip(xy) = ooy —léxy = yox foa1(x,y).

2. f(x,y) = xsen(x +v).

Respuesta.- Las derivada parcial de primer orden estan dadas por:

% = sen(x +y)+ xcos(x +y)1 = sen(x +y) + x cos(x + ).
of
y Osen(x +y) + xcos(x +y)1 = xcos(x + y).

Las derivadas parciales de segundo orden estan dadas por:

327]; = cos(x+y)l+1cos(x+y)+x[—sen(x+y)]1=2cos(x+y)— xsen(x +y)
falin) = gt = 3 (5) = 2 wcosta )] = cosla ) — xsen(x )
o) = ok = 2 (5) = 2 fsenta )+ xcos(a )] = ol +y) —vsenx-+)

gzy]; = Ocos(x+y)+x[—sen(x+y)]1=—xsen(x+y)

Luego, vemos que f12(x,¥) = fo1(x,y).

= L —costxty) —xsenx +y) = 2 = fa(ay
fiz(x,y) = ox0y cos(x +y) —xsen(x +y) = T = fr1(x,y).

&fmw=w+§ (y #0).

323



4.23. Ejercicios Chapter 4. Calculo diferencial

Respuesta.- Las derivada parcial de primer orden estan dadas por:

of 1
PR
of x
@ B x_?

Las derivadas parciales de segundo orden estdn dadas por:

92 f 9 1
= ()=

_Pf 2 (f\_ 2 x 1
halod) =5y = 5 (o) e (=) 14

2
fo1(x,y) = o

(
(

Pfo_ 9
9y 9y
Luego, vemos que f12(x,¥) = fo1(x,y).

2 f 1 &2f
f1,2<x’ ) axay =1+ 2 ayax - f2,1(x’y)‘

4 flxy) = vX+y%

Respuesta.- Las derivada parcial de primer orden estan dadas por:
A I
dx 2 ‘/x2_|_y2 /x2+y2

of _ 1 1 N\o ¥
By 2 1/_x2<ky2 Yy /x2+y2

Las derivadas parciales de segundo orden estan dadas por:

2
vy R
2 _ o x NV ey
0x? X\ VA +y? 2 +y? (x2 + y2)}
02 f 0 —xy
fia(xy) = = o= )
dxdy ox x2 Va2 +y? (22 + )

22+ y?)

Pf_ 9
Iy? dy

92 d —
fz’l(x’y)zéygx - 8y< x2+y> ( = 3

X2
2 3
VETE) gt
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Luego, vemos que f1,(x,y) = f21(x,y).

_Pf sy Pf
fl,Z(xry) - axay - - ayax - fz/l(x’y)'

3
2

(2 +y?)

5. f(x,y) = sen (x2y3).

Respuesta.- Las derivada parcial de primer orden estan dadas por:

of

= 2xy° cos (x?y?)
of _ 422 2.3
i 3x%y? cos (x%y°%)

Las derivadas parciales de segundo orden estdn dadas por:

2
% = % [2x2y3 cos (x2y%)] = 2y3 cos (x?y®) — 4x3y® — 4x3y° sen (x%)%)

02 d
fia(x,y) = axc{y = = [3x%y% cos (x*y%)] = 6xy? cos (x%y®) — 633y sen (x2y?)

22 d
falxy) = ayg; = gy (2 cos ()] = 6xy? cos (xy’) — 6’y sen (')

2f
ay?

= aay [3x2y2 cos (xzy?’)] — 6x2y oS (x2y3) _ 6x4y4 sen (x2y3)
Luego, vemos que f15(x,y) = f,1(x,y).

_ ’f _ 2 2.3 3.5 2.3 P*f
fia(x,y) = axay = 6xy” oS (x Y ) — 6x°y” sen (x y ) = T = fr1(x,y).

6. f(x,y) = sen [cos(2x — 3y)].
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Respuesta.- Las derivada parcial de primer orden estan dadas por:

% _ a% {—2cos [cos (2x — 3y) sen (2x — 3y)]}
= 4 {cos(zx — 3y) cos [cos(2x — 3y)] + [sen(2x — 3y)]? sen [cos(2x — 3y)]}
fialx,y) = ;jg; = 2 {3coscos (2x — 3y) sen (2x — 3y)])
= 6c0s(2x — 3y) cos [cos(2x — 3y)] + 6 [sen(2x — 3y)] sen [cos(2x — 3y)]
faa(xy) = g]z/]; = ;y {—2cos [cos (2x — 3y) sen (2x — 3y)]}
= 6c0s(2x — 3y) cos [cos(2x — 3y)] + 6 [sen(2x — 3y)]* sen [cos(2x — 3y)]
gzyf; - ;y {3 cos [cos (2x — 3y) sen (2x — 3y)]}

= -9 {cos(Zx — 3y) cos [cos(2x — 3y)] + [sen(2x — 3y)]* sen [cos(2x — Sy)]}

Luego, vemos que f12(x,¥) = fo1(x,y).

’f _ 2 _Pf
axay 6 cos(2x — 3y) cos [cos(2x — 3y)] + 6 [sen(2x — 3y)]|” sen [cos(2x — 3y)]| = dyox’
_ Xty
7 foy) =y, A
Respuesta.- Las derivada parcial de primer orden estdn dadas por:
of 1 x4+y -2
ox  x—y (x—y)? (x-y)
af 1 4 x +y . 2x
Ay x—y  (x-y)? (x-y)?
Las derivadas parciales de segundo orden estan dadas por:
Pf 9 2 ]_(29@)(x-y) _ 4y
dx? x| (x—y)?) (x—y)*! (x—y)?
Fialx,y) = Pf A 2x ]_2x-y)?-@0)@x—y) _ 2(x+y)
P Gaxay T ox | (x— )2 (x—y) (x—y)°
Foa(ny) = Pf 9 2y | _20x—y)+(2yR)(x—y) _ —2(x+y)
’ oy Ay [(x—y)?] (x —y)* (x—y)?
Pf 9 2x ] (2@ -y) 4
dgyox oy [(x—y)?] (x-ytr  (x-y)p

Como f12(x,y) = f21(x,y), entonces:

2 _ 2
fia(x,y) = aiafy = (fff;)z) = aay;x = f21(x, ).
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X

8. f(x,y) = \/ﬂ:—i—yz

Respuesta.- Las derivada parcial de primer orden estdn dadas por:

2
ey S
% _ y /x2+y2 _ yZ
ox x2y2 (x2 4+ y2)?2
of _ VX2 + 2 _
ay (x2+y2)% (x2+y2)%

Las derivadas parciales de segundo orden estan dadas por:

3
_ T 22 21,2
2f 9 2 B y (2> (2x) (W) s
0x2 0x (a2 —I—yz)%_ (x2 +y2)3 (x2 +3/2)%
3 3
2/ o[ —xy ] —y (¥* +92)? + xy(2x) (2) V22 y (232 —12)
xX,y) = = o = -
ha(xy) 9xdy X | (x2 412)7 (x2 +12)° (2 +y2)?
3 3
2 f 5 [ 2 1 (PP -y (2) (2y) /22 + 2 y (2x% —y?)
for(x,y) = = 5 - -
Jyox dy | (x2 _,_yz)% | (22 +12)° (x2 _,_yz)%
3 3
P2 o[ —x ] ¥ (* +9%)? + xy(2y) <2> Ve x(xy? — 22)
T et @+ @)
Como f12(x,y) = f21(x,y), entonces:
Ff _y@Py—y) _ Pf
X, = = = = X, :
fl,Z( 3/) axay (x2 +y2>% ayax f2,1( 3/)

9. Demostrar que x (9z/9x) + (9z/dy) = 2zsi (a) z = (x — 2y)?, (b) z = (z* + y4)1/2.
(@) z = (x —2y)>.
Demostracion.- Calculando se tiene,
0z 0z o 0 2 0 2
(5) (%) = e [g e
= x[2(x—2y)] +y[2(-2)(x — 2y)]
= 2x% — 4xy — 4xy + 8y?
= 2z.
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b) z= (4 +y4)"~

Demostracion.- Calculando se tiene,

(E)(E) - e oy

10. Si f(x,y) = xy/ (x* +y2)2 para (x,y) # (0,0), demostrar que

R PRf
Pre il

Demostracion.- Primeramente, calculamos la derivada parcial de primer orden con respecto a x

of _ y(?+1A)" —2(xy)(2%) (P + )
ox (@ + )’

X2y +y° — dx?y
(<2 +y2)’

y> —3x%y
(22 +y2)°

Luego, calculamos la derivada parcial de primer orden con respecto a y

2
of _ x(P4y?)" —2(xy)(2y) (¢ +¥7)
% (2 + )’
0+ — 4P
(a2 +y2)°
_ x3 — 3xy?
(2 +y2)°
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Ahora, calculamos las derivadas parciales de segundo orden con respecto a x y i y viceversa

Rf d

*f y® —3x%y
dx2 dx

(x2 + y2)?

—6xy (x* + y2)3 —3(y® —3x%y) (2x) (x* + yz)z

(32 +92)°
2 .2
— 12y
(* +9?)
Pf _ a2 -] 6w (@ +y?) -3 (¢ - 3w) () (x2+y2)2_712xyﬂ
W W[y (<2 +42)° (2 +y2)"

Finalmente, sumando las dos tltimas ecuaciones se tiene:

2 2 2 .2 2 .2
IS LS oy TV XV

daxz  9y? (x2 4+ 12)* (x2 +y2)*
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Teorema
5.1

5

Relacion entre integracion y derivacion

5.1 Laderivada de una integral indefinida. Primer teorema fundamental del cilculo

Primer Teorema fundamental del cdlculo. Sea f una funcién que es integrable en [4, x| para cada x en [a, b].
Sea c tal que a < ¢ < by definamos una nueva funcién A del siguiente modo:

A(x):./;xf(t)dt si a<x<b

Existe entonces la derivada A’(x) en cada punto x del intervalo abierto (4, b) donde f es continua, y para
tal x tenemos

A'(x) = f(x) (5.1)

Interpretaciéon geométrica: La figura 5.1 (Apostol, capitulo 5) muestra la gréfica de una funcién f en un
intervalo [a,b]. En la figura, h es positivo y

/:Mf(t) dt — /Ox+hf(t) dt — /Oxf(t) dt = A(x+h) — A(x).

El ejemplo es el de una funcién continua en todo el intervalo [x, x 4 h|. Por consiguiente, por el teorema
del valor medio para integrales, tenemos

A(x+h) — A(x) =hf(z), dondex <z <x+h.

Luego, resulta

A(x+h21—A(x) ~ f(2). (5.2)

Puesto que x < z < x + h, encontramos que f(z) — f(x) cuando h — 0 con valores positivos. Si h — 0
con valores negativos, se razona en forma parecida. Por consiguiente, A’(x) existe y es igual a f(x).
Demostracién.- Sea x un punto en el que f es continua y supuesta x fija, se forma el cociente:

A(x+h)—A(x)
. .

Para demostrar el teorema se ha de probar que este cociente tiende a f(x) cuando & — 0. El numerador
es:

Alx+h) — Ax) = (/wa(t) dt — /fo(t) dt = /x”hf(t) dt.
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Si en la ultima integral se escribe f(t) = f(x) — [f(t) — f(x)] resulta:

A(x+h)— A(x)

x+h x+h
[ @ [0 - f) e

~x+h
nF(e)+ [ LA = ) ay
de donde .
x — X X+
63 AEERZAW g [T - p0) 63

Por tanto, para completar la demostracién de (5.1) es necesario demostrar que

lim % / ) - F(x)] dt =0,

h—0

En esta parte de la demostracién es donde se hace uso de la continuidad de f en x.

Si se designa por G(h) el ultimo término del segundo miembro de (5.3), se trata de demostrar que G(h) —
0 cuando i — 0. Aplicando la definicién de limite, se ha de probar que para cada € > 0 existe uné > 0
tal que

G(h) < e siempre que 0 < h < 4. (5.4)

En virtud de la continuidad de f en x, dado un € existe un niimero positivo J tal que:

£ — f)] < e 65)

siempre que
xX—0<t<x+4. (5.6)

Si se elige h de manera que 0 < 11 < , entonces cada t en el intervalo [x, x + h] satisface (5.6) y por tanto

(5.5) se verifica para cada t de este intervalo. Aplicando la propiedad | | xx+h | < [ xx+h |g(t)] dt, cuando
g(t) = g(t) — f(x), de la desigualdad en (5.5) se pasa a la relacion:

x+h x+h 1

1
= fEla< [ Sedt = She < he.

[ s | <

Dividiendo por & se ve que (5.4) se verifica para0 < h < é. Si h < 0, un razonamiento andlogo demuestra
que (5.4) se verifica siempre que 0 < || < J, lo que completa la demostracion. |

5.2 Teorema de la derivada nula

Si una funcién f es constante en un intervalo (a,b), su derivada es nula en todo el intervalo (a,b). Ya
hemos demostrado este hecho como una consecuencia inmediata de la definicién de derivada. También
se demostrd, como parte c) del teorema 4.7, el reciproco de esa afirmacién que aqui se presenta como
teorema independiente.

Teorema de la derivada nula. Si f'(x) = 0 para cada x en un intervalo abierto I, es f constante en I. |
Este teorema, cuando se utiliza combinando con el primer teorema fundamental del cdlculo, nos conduce

al segundo teorema fundamental.
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Chapter 5. Relacion entre integracion y derivaciéon ~ 5.3. Funciones primitivas y segundo teorema. ..

5.3 Funciones primitivas y segundo teorema fundamental del calculo

Definicién de funcién primitiva. Una funcién P se llama primitiva (o antiderivada) de una funcién f en un
intervalo abierto I si la derivada de P es f, esto es, si P'(x) = f(x) para todo x en I.

Decimos una primitiva y no la primitiva, porque si P es una primitiva de f también lo es P + k para
cualquier constante k. Reciprocamente, dos primitivas cualesquiera P y Q de la misma funcién f sélo
pueden diferir en una constante por que su diferencia P — Q tiene la derivada

P'(x) = Q'(x) = f(x) — f(x) = 0.

para toda x en I y por tanto, segtin el teorema 5.2

Segundo teorema fundamental del calculo. Supongamos f continua en un intervalo abierto I, y sea P una
primitiva cualquiera de f en I. Entonces, para cada c y cada x en I, tenemos

P(x) = P(c) —i—/xf(t) dt

Demostraciéon.- Sea A(x f f(t) dt. Puesto que f es continua en cada x de I, el primer teorema
fundamental nos dice que A’ (x) = f(x) para todo x de I. Es decir, A es primitiva de f en I. Luego, ya
que dos primitivas de f pueden diferir tan s6lo en una constante, debe ser A(x) — P(x) = k para una
cierta constante k. Cuando x = ¢ esta férmula implica —P(c ) = k, ya que A(c) = 0. Por consiguiente,
A(x) — P(x) = —P(c), de lo que obtenemos P(x) )+ [ f(t) dt. es constante en I. [

El teorema 5.3 nos indica cémo encontrar una primitiva P de una funcién continua f. Integrando f desde
un punto fijo c a un punto arbitrario x y sumando la constante P(c) obtenemos P(x). Pero la importancia
real del teorema radica en que poniendo P(x) )+ f f(t) dt enla forma

/fo(t) dt = P(x) — P(c).

Se ve que podemos calcular el valor de una integral mediante una simple substraccién si conocemos una
primitiva P.

Como consecuencia del segundo teorema fundamental, se pueden deducir las siguientes férmulas de
integracion.

Integraci6én de potencias recionales. La férmula de integracién

b bn+1 _ n+l
/ x”dxzia (n=0,1,2,...)
a

se demostr6 directamente en la Secciéon 1.23 (Spivak) a partir de la definicién de integral. Aplicando
el segundo teorema fundamental, puede hallarse de nuevo este resultado y ademés generalizarlo para
exponentes racionales. En primer lugar se observa que la funcién P definida por

xn+l
n—+1

P(x) =

x" para cada n entero no negativo. De esta igualdad valida para todo
) dt = P(x) — P(c) se tiene

tiene como derivada P'(x) =
ntmero real x, aplicando f f(t

b " bn+1 _ an-i—l
/ﬂ X" dx = P(b) = P(a) = ———1—
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5.4. Propiedades de una funcion deducidade...  Chapter 5. Relacién entre integracién y derivacion

para cualquier intervalo [a,b]. Esta férmula, demostrada para todo entero n > 0 conserva su validez

para todo entero negativo excepto n = —1, que se excluye puesto que el denominador aparece n + 1.
Para demostrar fab X" dx = % (n =0,1,2,...) para n negativo, basta probar que P(x) = ’;—:11

implica P'(x) = x" cuando n es negativo x # —1, lo cual es facil de verificar derivando P como funcién
racional. Hay que tener en cuenta que si  es negativo se deben excluir aquellos intervalos [a,b] que
contienen el punto x = 0.

El resultado del ejemplo 3 de la Seccién 4.5, permite extender f ab x" dx = b"t%‘{”“ (n=012...)a
todos los exponentes racionales (excepto —1) siempre que el integrando esté definido en todos los puntos

del intervalo [a, b] en consideracion.

Integraci6én de seno y coseno. Puesto que la derivada del seno es el coseno y la del coseno menos el seno,
el segundo teorema fundamental da las férmulas siguientes:

b

b
/ cosx dx =senx| =senb—sena,
a

a

b

b
/ senx dx = —cosx| = —cosb—+ cosa.
a

a

Estas férmulas se conocfan ya, pues se demostraron en el capitulo 2 a partir de la definicién de integral.
Se obtienen otras férmulas de integracién a partir de los ejemplos 1y 2 tomando sumas finitas de térmi-
nos de la forma Ax", Bsen x, Ccosx, donde A, B, C son constantes.

5.4 Propiedades de una funcién deducida de propiedades de su derivada

Si una funcién f tiene derivada continua f’ en un intervalo abierto I, el segundo teorema fundamental
afirma que

Fx) = fe)+ [ 1) a

cualesquiera que sean x y cen I.

Supéngase que f’ es continua y no negativa en I. Si x > ¢, entonces | Cx f'(t) dt > 0, y por tanto
f(x) > f(c). Es decir, si la derivada es continua y no negativa en I, la funcion es creciente en I.

En el teorema 2.9 se demostr6 que la integral indefinida de una funcién creciente es convexa. Por con-
siguiente, si f’ es continua y creciente en I, la igualdad f(x) = f(c) + [ f'(t) dt demuestra que f es
convexa en I. Analogamente, f es concava en los intervalos en los que f es continua y decreciente.

5.5 Ejercicios

En cada uno de los Ejercicios del 1 al 10, encontrar una primitiva de f; es decir, encontrar una funcién P
tal que P'(x) = f(x) y aplicar el segundo teorema fundamental para calcular | ab f(x) dx.
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1. f(x) =525

Respuesta.- Por el ejemplo 5.1 (Apostol) se define a P como,
yh+1

Px) = n+1

Por lo que la funcién primitiva de 5x3, esta dada por:

Esta funcién es primitiva de f ya que:

Luego, aplicando el segundo teorema fundamental para calcular | ab f(x) dx, tenemos

/b 5¢23dx = P(b) — P(a)

5 4 5 4
= ZLb 37
= 20—

2. f(x) = 4x* —12x.

Respuesta.- Por el ejemplo 5.1 (Apostol) se define a P como,
yh+1

P(x) = p—l

Por lo que la funcién primitiva de 4x* — 12x, esta dada por:

A+ y1+1
P(x) = 4—— —12-—
() I R
4.5
= —x°—6x2
¥ x
Esta funcién es primitiva de f ya que:
4
f(x) = =Zx>—6x?
5
= 4x* —12x

Luego, aplicando el segundo teorema fundamental para calcular | ab f(x) dx, tenemos

/b4x4—12x dx = P(b)— P(a)
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3. f(x) = (x + 1)(x* - 2).

Respuesta.- Por el ejemplo 5.1 (Apostol) se define a P como,
yn+1

Tht1

P(x)

Por lo que la funcién primitiva de (x +1)(x®> —2) = x* + x® — 2x — 2, esta dada por:

4+1 3+1 1+1 0+1
Plx) = 4+ X X p?
4+1 341 "1+1 0+1
5 4
= Y X o0
= 5+4 2x° — 2x.
Esta funcién es primitiva de f ya que,
5 4
Pl(x) = %—i—xz—sz—Zx

= 4P -2x-2
= (x+1)(x*-2).

Luego, aplicando el segundo teorema fundamental para calcular | ab f(x) dx, tenemos

/b(x T 1)(x®—2)dx = P(b)— P(a)

bt 5 @  at 5
- g‘f‘Z—Zb —2b—(5+4—261 —2ﬂ>

= L) - ) 2 -a)

4. f(x)zw, x # 0.

53

Respuesta.- Podemos reescribir la funcién f como:

xt+x-3
flx) = — 3 = (x4—|—x—3) xS =x+x2-3x72
Por el ejemplo 5.1 (Apostol) se define a P como,
y+1
P(x) = p—l

Por lo que la funcién primitiva de x + x~2 — 3x~3, esta dada por:

1+1 —2+1 3x—3+1

x x
p = —
S s
-2 2
Esta funcién es primitiva de f ya que,
_ 3 xt4x-3
P’(x):x+x2—3x3:7x3 = f(x).
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Luego, aplicando el segundo teorema fundamental para calcular [ : f(x) dx, tenemos

[fea = pw)-r@

5. f(x) = (1+vx)?, x>0

Respuesta.- Dado que x > 0. Reescribimos la funcién f como:
fx)=1+2Vx+ x| = f(x)=1+2x2+x

Como x > 0, entonces |x| = x. Luego, por el ejemplo 5.1 (Apostol) tenemos,

1
KO+ oy +l 141

P(x) = 1
(%) 0+1+'%+1+1+1
= x—|—4X% +x2
3 T2

Esta funcién es primitiva de f ya que,

34x371  2x2 | 2
P’(x):1+§T+7:1+2xi+x:(1+\/E) = f(x).

Luego, aplicando el segundo teorema fundamental para calcular | ab f(x) dx, tenemos

[ s = P - P

&f&y—¢M+VEm x > 0.

Respuesta.- Por el ejemplo 5.1 (Apostol) tenemos,

1
+

P(x) = 1 ]
1+1 141
3
2V/2x3 2\/gxz

- R
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Esta funcién es primitiva de f ya que,

3 3
32v2x27 1 324/3x2 1
—E 3 ‘|‘§ 3 =V2x + Ex-f(x)

P'(x)
Luego, aplicando el segundo teorema fundamental para calcular | Hb f(x) dx, tenemos

[ fear = po)-P@

2x% — 6x +7
7. f(x):T x>0

Respuesta.- Reescribimos la funcién f como:

fx) = =-— T
X2  x2  2x2
7
— X277 —3xx 2 + 5% 3
= x% —3x% + =x 3
Por el ejemplo 5.1 (Apostol) tenemos,
3 1
P(x) = 3 1 -7 1 +§ 1 1
5
= Zx?z —2x3 + 7x?

Esta funcién es primitiva de f ya que,

Pl(x) =

2x2 —6x+7

2V/7
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Luego, aplicando el segundo teorema fundamental para calcular [ : f(x) dx, tenemos

b
[ fdx = P(b)-Pla)
a
5 5
L VS T (L
5 5
205 s 3 3 11
=z (bz —aZ) —2<b2 —a2> +7(b2 —aZ).
1 1
8. f(x) =2x3 —x73, x> 0.
Respuesta.- Por el ejemplo 5.1 (Apostol) tenemos,
341 -1+
P(x) = %fgg,__jETig,
1 14
_ a3
2 2

Esta funcién es primitiva de f ya que,

. 4 3x37l 2 3xi-l
P = 357373
1 1
= 2x3 — X 3 :f(x)'

Luego, aplicando el segundo teorema fundamental para calcular | : f(x) dx, tenemos
b
/ flx)dx =
a

_3b3 3b3 (3a 343
-2 2 \2 2

P(b) — P(a)

9. f(x) =3senx + 2x°.

Respuesta.- Claramente podemos ver que,

1
= —3cosx + fxf’,

P(x) 3

es una funcién primitiva ya que,
P'(x) = 3senx +2x° = f(x).
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Luego, aplicando el segundo teorema fundamental para calcular | : f(x) dx, tenemos
b
[ fwdx = P(b)-Pla)
a
= —3cosb+ 1b6 — | —3cosa + 1016
B 3 3

= —3(cosb—cosa) + % (b° —ab).

10. f(x) = x3 — 5cos .

11.

12.

Respuesta.- Claramente podemos ver que,

es una funcién primitiva ya que,
P'(x) = x} — 5cosx = f(x).

Luego, aplicando el segundo teorema fundamental para calcular [ Hb f(x) dx, tenemos

[ s = p@) - P

N W

b% —5sinb — <:;a§ —5sina)

(b% —a%) —5(sinb —sina) .

N W

1
Demostrar que no existe ningtin polinomio f cuya derivada esté dada por la féormula f'(x) = e

. . 1 .
Demostracién.- Supongamos lo contrario. Sea f/(x) = Y E R, entonces podemos hallar su primi-
tiva de la siguiente manera:

n+1 —1+1
a nelN = f(x)= ad

20

P(x) 141 0"

T

Lo cual es un absurdo. Por lo tanto no existe ningtin polinomio f cuya derivada esté dada por la

formula f'(x) = %

Demostrar que [, [t| dt = 1x|x| para todo ntimero real x.

Demostraciéon.- Consideremos tres casos.

Caso 1. Si x = 0, entonces para ambos lados de la ecuacién el resultado sera 0, por lo que el resultado
se cumple.
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13.

14.

Caso 2. Six > 0, entonces |t| = t para todo t € [0, x], asi

X X 1 1
tldt= | tdt ==x%= —x|x|.
| mae= | S = Sxfx]

Caso 3. Six < 0, entonces |t| = —t para todo t € [x,0], asi

X x 0
/|t|dt:—/ tdt:/ bt = 1p2
0 0 X 2

1, 1
X

Demostrar que

x 2 sz
/ (t+[t])” dt = ?(x+|x|)para todo x real.
0

Demostracién.- Consideremos dos casos.

Caso 1. Si x > 0 entonces t = |t| para todo t € [0, x] asi,
x x 4 2 2
/O (t4 [t]))? dt = /O 42 dt = gx3 = gxz(zx) = gxz(x+ |x]).

Caso 2. Si x < 0 entonces |t| = —t para todo t € [x,0] asi,

/OX(H— 1#])2 dt = /Ox(t— B2 dt— 0 — %xz(x—x) _ %xz(aﬁ- %)),

Una funcién f es continua para cualquier x y satisface la ecuacién

x 1 1
/ f(t) dt = ~5 + x% 4 xsen2x + Ecost.
0

para todo x. Calcular f (%n) y f (%7‘() .

Respuesta.- Sea,
X
Ax) = / f(t)dt = —% + x% 4 xsen2x + %cos2x.
0
Por el primer teorema fundamental del célculo la derivada de A(x) existe. Es decir,
Al(x) = f(x).
De donde,
f(x) = A’(x) = 2x + sen(2x) + 2x cos(2x) — sen(2x) = 2x + 2x cos(2x).

Luego, evaluando en x = 7 tenemos

5205+ (D) -5

Por otro lado, derivamos f(x) y obtenemos

f(x) =2x+2xcos(2x) = f'(x) =2+ 2cos(2x) — 4xsen(2x).

£ (5) =2 v2em(3) msn(§) -2

Asi,
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15. Encontrar una funcién f y un valor de la constante c, tal que:

X
/ f(t) dt = cosx — % para todo x real.
c

Respuesta.- Sea f(t) = —sentyc = 7. Entonces,

/fo(t) it = /Ex(—sent) dt

3

X
= cost

B

= (COSX — COos (E)
o 3

= COSX — —.

16. Encontrar una funcién f y un valor de la constante c, tal que:

x 1
/ tf(t) dt =senx — xcosx — Exz para todo x real.
c

Respuesta.- Sea f(t) =sent — 1y c = 0. Entonces,

"t dt = [ (tsent—t)dt
| J

= ser1t—ifcost—1t2
o 2

1 2
= senx —XxXCcosx — —Xx~.

2

X

0

17. Existe una funcién f definida y continua para todo ntmero real x que satisface una ecuacién de la
forma:
16 18

"X 1 X X
tdt:/tz ) dt+— 4+ — +¢,
| ar= [ 2R s T T e
donde ¢ es constante. Encontrar una férmula explicita para f(x). y hallar el valor de la constante c.

Respuesta.- Sea P(x) = || xl t2f(t) dt. Entonces, usando los teoremas fundamentales del calculo, se
tiene

flx)=[P1) = P(x)] +2x5 +2x17 40 = f(x) = —x%f(x) +2x1° +2x7
= f(x) (x*+1) =2xP (x> +1).
= f(x) =2xb.
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Ahora, reemplazando f(x) en la ecuacién inicial, se tiene

"X 1 16 18
/2t15dt = 2o+ o
0 x 8 9
t16 X t18 +x16+x18+
- — - - - Cc
8 |, 91,78 "9
16 1 ¥ x16 18
3 T 9 9 tgtgte
c = 1L
= -5

18. Una funcién f estd definida para todo real x por la férmula

Xl—i—sent
)=3
+/l 2412

Sin intentar el cdlculo de esta integral, hallar un polinomio cuadrado p(x) = a + bx + cx? tal que

p(0) = £(0), p'(0) y p"(0) = £7(0).

Respuesta.- Sea p(0) = a+b-0+ c-0% = a. Luego calculemos f(0), como sigue
01+ sent ,
_3+/ oye 173

Dado que f(0) = p(0) tenemos
a=3.

Después, sea
pl(x)=b+2cx = p'(0)=0>
Por el primer teorema fundamental del célculo,

¥ 1+ sent " 14senx
'(x) = (3 /7111& _ _senx
f(x) ( Tl 27 2+ 22

Luego, /(0 zl.Ya ue f'(0) = p'(0), entonces b =
g 5-Yagq

Finalmente,

— N\H

p'(x)=2c = f"(0)=2c.

Calculemos f”(0), como sigue
cos x(2 + x?) — 2x(1 +sen x)
(2+x2)°

f(0) =

De donde
_ 1-(240)—0(1+0) 1

1!
Dado que f”(0) = p”(0), entonces

N

1
Asi,
1 1,
p(x)—3+§x+1x .
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19. Dada una funcién g, continua para todo x, tal que g(1) = 5 e fol g(t) dt = 2. Poéngase f(x) =
3 5 (x — )% dt, demostrar
3 Jo , que

X

f(x) = X/O g(t) dt—/ox tg(t) dt,

y calcular (1) y f'(1).

Demostracion.- Podemos reescribir f de la siguiente manera,

) = 5 [a-na
— %/Ox [ng(t)—thg(t)+t2g(t)} dt
_ %/Oxng(t) dt—/oxxtg(t) dt+/0x 2g(t) dt

e ar—x gty et [FRe(r)d
= = tt—x/ttt—l—f/t t) dt.
5 s ar—x [Crgare 5 [ Rg(
De donde sacamos x de la integral ya que no depende de ¢. Después, usando la regla del producto y

el teorema 1.1, sacamos la derivada de x.

filx) = <x;),/0xg(t) +x; (/Oxg(t) dt>/ —x’/oxtg(t) dt — x (/Oxtg(t) dt)l—i—; </Oxt2g(t))/
= [T+ T [Crt) - () + a0
= x/oxg(t) dt — /Ox tg(t) dt.

Luego, calculamos f"y """

1) = [ (e dt+xglx) — xg(x)

@ o= (fs0)

Por lo tanto,

1y = [ star=2

) = gy =4
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20. Sin calcular las siguientes integrales indefinidas, hallar la derivada f’(x) en cada caso si f(x) es igual
a

X
(a) / (1+2)73 dt.
0
Respuesta.- Sea
X
A(x) :/ (1+ )73 dt.
0

Entonces por el primer teorema fundamental del calculo (teorema 1.1),

o) =) = (1422) .

2

(b) /Ox (1+12)~3 dt.

Respuesta.- Sea
2

Ax) = /Ox (1+2)73 dt.

Entonces, por teorema 1.1

fl(x)=A (xz) =2xA’ (xz) = (2x) [1 + (x2>1

73:2x (1+x4>_3.

© /: (1+ )73 dr.

Respuesta.- Reescribamos la integral como,

f(x):/: (1+t2)_3 dt:/oxz—/ox3 (1+t2)_3 dt.

flx)=A (xZ) —A (x3) .

Asi,

Por lo tanto,

flo) = [AE)] - [A)])

= (20)A" (%) + (3x%) A" (%)

(2x) (142477 = (3x2) (1+46)°

21. Sin calcular la integral, calcular f/(x) si f estd definida por la formula

2 t6

X
= — dt.
J) /x3 1+t
Respuesta.- Sea

A(x):/x £ dt.

o 1+
Entonces, por el primer teorema fundamental del calculo (teorema 1.1),
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Asi, usando la linealidad de la integral
x2 46

f&) = [ poad

B3 14t

x2 t6 x3 i’6
_ A _/ LA
/o 14 #4 0o 141t

= A(x?)—-A(x?).

Por lo tanto, usando la regla de la cadena concluimos que,
re) = [a(@)] - [a ()]
= (2x) A (x2> - <3x2> (x3)

12 N

= (&) 1+x8 <3x ) 14 x12
2x13 3x20

1+28  1+x12°

22. En cada caso, calcular f(2) si f es continua y satisface la férmula dada para todo x > 0.

@ [0 dt =21+ ).
Respuesta.- Ya que,
/f 2(1+x) =2+ 2%
Tomemos la derivada de ambos lados,
f(x) = 3x% + 2x.

Por lo tanto,

£(2) = 16.

X2
b) / F(£) df = 22(1 + ).
0
Respuesta.- Ya que,
2
/ f(t) dt = x*(14x) = x>+ x°.
0

Tomamos la derivada de ambos lados como se observa en la parte (b) del ejercicio 20, Spivak,
capitulo 5. Para obtener

2xf (xz) =3 +2x = f<x2> = %x—i—l.

Por lo tanto,
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f(x)
© / 2 dt = (14 x).
0
Respuesta.- Tenemos,
&), 2 3. .2
/ t=dt = x°(1+x) = x° + x°.
0
Evaluando la integral de la parte izquierda,

fx) 1|
/O £t =5

0

Por lo tanto,
£(2) = 365.

2 (14x)
(d) /0 £(t) dt = x.

Respuesta.- Tenemos,
x%(1+x)
/ F(t) dt = x.
0

Tomando la derivada de ambos lados,

(3x2+2x)f(x3+x2> =1 = f(x3+x2) = ﬁ

Entonces, por el hecho de que
Prl=2 & x=1,

ya que que el polinomio ctbico x* + x> — 2 = 0 tiene s6lo una raiz real en x = 1. Entonces,

23. La base de un s6lido es el conjunto de ordenadas de una funcién no negativa f en el intervalo [0, a].
Todas las secciones perpendiculares a ese intervalo son cuadrados. El volumen del sélido es

a® —2acosa+ (2 - az) sena
para todo @ > 0. Suponiendo que f es continua en [0, a], calcular f(a).
Respuesta.- Tenemos la expresion,
V =a®—2acosa+ (2 - az) sena.
Sabemos que podemos calcular el volumen como la integral de 0 a 2 del 4rea de cada seccién transver-

sal. Dado que las secciones transversales son cuadrados y la longitud del borde en la base esta dada
por f(x) (ya que la base es el conjunto ordenado de f, la longitud de la base de una secci6on transversal

en un punto x es f(x) — 0 = f(x)). Sabemos que el 4rea de cada seccién transversal es [f(x)]?. Por lo
tanto, tenemos otra expresion para el volumen del sélido dada por

V= [P dx
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Igualando estas dos expresiones para el volumen y diferenciando ambos lados tenemos

a® —2acosa+ (2 —a?) sena:/ox [f(x)]* dx = 3a®—a%cosa = [f(a)]

= f(a) =a(3 —cosa)?.

24. Un mecanismo impulsa una particula a lo largo de una recta. Estd concebido de manera que la posi-
cién de la particula en el instante ¢ a partir del punto inicial 0 en la recta estd dado por la férmula
f(t) = %tz + 2tsent. El mecanismo trabaja perfectamente hasta el instante t = 77 en surge una averia
inesperada. A partir de ese momento la particula se mueve con velocidad constante (la velocidad
adquirida en el instante ¢ = 7). Calcular : a) su velocidad en el instante ¢ = 71; b) su aceleracién en el
instante f = 177; c) su aceleracion en el instante 3 7; d) su posicién a partir de O en el instante t = 37;
e) Hallar el instante ¢ > 7 en el que la particula vuelve al punto inicial O, o bien demostrar que nunca
regresa a O.

Respuesta.-
a) Ya que la velocidad de la particula es dada por la derivada de la posicién, tenemos

o(t) = f'(t) =t +2sent + 2t cost.

v(7t) = 7+ 2sen(m) + 2mwcos(nt) = w— 2w = — 7.

b) La aceleracion es la derivad de la velocidad del inciso a). Por lo tanto,

a(t) =o' (t) 1+ 2cost+2cost —2tsent.
= 1+4cost—2tsent.

paraa(%),
a(%) = 1+4cos(§)fnsen(g).

= 1+m.

¢) Sabemos por el enunciado del problem que v(t) = c para t > 77, donde ¢ es una constante. Ya que

3
v'(t) = 0 para t > 71, se sigue que la aceleracion en el tiempo ¢ = S7es 0.

d) Para encontrar la posicién en el tiempo t = %n, consideremos el movimiento de la particula en dos

intervalos de tiempo: El tiempo de 0 a 7 y el tiempo desde 7t hasta %n. Durante el intervalo de
tiempo [0, 7] la posicién es dado por la siguiente funcion

1
ft) = §t2 +2tsent.

Para el tiempo t = 71, sabemos que la particula se mueve con velocidad constante de f'(7r). Por

lo que su posicién cambia por 37tf’(7), durante el intervalo de tiempo [, 37t]. Por lo tanto, la

posicién en el tiempo t = %7( viene dado por

1(F) = s+ ()
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e) Se nos pide encontrar t > 7 tal que g(t) = 0, donde

8(t) = f(r0) + (t — m)o(7).

En la parte d), obtuvimos f(71) = 372 y v(7r) = — 7. Por lo tanto,
Lo
—7* — 7t — =0
7T m(t— )
! 2 _mt+m? = 0
2
3
tn = S’
T 7T
t = §71
= 57

25. Una particula se desplaza a lo largo de una recta. Su posicién en el instante t en f(¢). Cuando 0 < t <

1, la posicién viene dada por la integral

ft) = dx.

/t 1 + 2sen 7tx cos 7Tx
0 1+ x2

(No intente el cédlculo de esta integral.) Para t > 1, la particula se mueve con aceleracién constante
(la aceleracién adquirida en el instante ¢t = 1). Calcular: a) su aceleracién en el instante t = 2; b) su
velocidad cuando t = 1; ¢) su velocidad cuando t > 1; d) la distancia f(t) — f(1) cuando ¢ > 1.

Respuesta.-

a) Dado que la aceleracién en el tiempo ¢t > 1 es constante, la aceleracién en el tiempo t = 2 es
la misma que la aceleracién en tiempo ¢t = 1. Para encontrar la aceleracién en el tiempo t = 1,

diferenciamos dos veces f(t) y lo evaluamosen t = 1,

£t = /0f1—|—2ser1(13;)2cos(71x) i,

1+ 2sen(7x) cos(mx)
1+ x?

i) =

1+ sen(27t)
1+

f(1)

(1+12) [cos(27tt) — 2t (1 + sen?(mtt))]

(1+2)?

oy =
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14 sen(27mt)

b) De la parte (a) sabemos que f'(t) = v(t) = —re Por lo que la velocidad en el tiempo
ote 14sen(2-1) 1
_ gy Ltsen(2m-1) 1
o(1) = /(1) = =S = 5

¢) Podemos encontrar la velocidad en el tiempo t > 1, determinando la velocidad en el tiempo t =1
y afiadiendo la velocidad para moverse con la aceleracién constante. Por lo tanto, tenemos

o(t) =ov(1)+ (t—1)-a(t), t>1.

1 1
Sabemos que t > 1. Asia(t) = a(1) = — 5 También conocemos que v(t) = 5 De donde,

v(t):;—i-(t—l)(rc—;), t>1.

d) La diferencia f(t) — f(1) es la posicion en el tiempo f menos la posicion en el tiempo ¢ = 1, donde
t > 0. Entonces, usando la linealidad de la integral con respecto al intervalo de integracién que
tenemos,

t t
F=f) = [ F@d, f0-70)= [ dx
Sabemos que f”(t) es la aceleracién y para t > 1 viene dada por

fry=n—s.

Por lo tanto,

De donde,

-
~—~
(=
SN—
\
-~
—~~
—_
S—
Il I
— =
- =
o =
~ \
| —_
N = ~—
~—
- 3
= \
= N =
| ~__
»x‘* %
7 N
3
|
N[ =
~
U
=

Il I
Y S
| |
| \

N = N |
~_ ~__
| —
N
N —~
| )
NN \
T [
+ =,
—_ — -
N— |
-
\
—_
SN—
| —
N
\
N |
—_

26. En cada uno de los casos siguientes encontrar una funcién f (con segunda derivada f” continua) que
satisfaga a todos las condiciones indicadas, o bien explicar por qué no es posible encontrar una tal
funcién.

(@) f"(x) > 0paracadax, f'(0) =1, f/(1) =0.
Respuesta.- No puede haber una funcién que cumpla todas estas condiciones, ya que f”(x) > 0,

de donde f'(x) es creciente. Esto porque su derivada, f”, es positiva. Luego f'(0) > f’(1) con-
tradice que f’(x) vaya creciendo.
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(b) f"(x) > Oparacadax, f'(0) =1, f'(1) = 3.
Respuesta.- Sea f(x) = x> + x. Luego

fllx)=2x+1 = f(0)=1
= f'(1)=3.

Ademas, f”(x) =2 > 0 para cada x.

(c) f"(x) > Oparacadax, f/(0) =1, f(x) < 100 para cada positivo x.

Respuesta.- No puede haber ninguna funcién que cumpla todas estas condiciones. Una vez mas,
f"(x) > 0 para todos x implica que f’(x) esta creciendo para todos x. Por lo tanto, f'(0) = 1
implica f’(x) > 1 para todos x > 0. Entonces, por el teorema del valor medio, sabemos que para
cualquier b > 0 existe algtin ¢ € (0, b) tal que

fb) = f(0) = fi(c)(c=0) = f(b)>b+f(0), yaquef'(c)>1.
Luego, elija b > 100 — f(0). Por lo que, f(b) > 100, el cual contradice f(x) < 100 para cada x > 0.

(d) f"(x) > 0paracadax, f/(0) =1, f(x) < 100 para cada negativo x.
Respuesta.- Definamos f como sigue,

1+x+2x22 six>0
f(x): 1

i 0.
- six <

Notemos que la derivada estd definida en x = 0, por lo que podemos derivar cada parte,

1+2x six >0

fO=1 1
s1x < 0.
(1-x)?
Derivando una vez mas, tenemos
2 six >0
1! _
f(x) = 2 '
=2 six < 0.

Asi, f”(x) > 0 para todo x y f'(0) = 1. Ademas, para x < 0 se tiene,

1
flx) = =% < 100 para todo x < 0.

27. Una particula se mueve a lo largo de una recta, siendo su posicién en el instante ¢, f(f). Parte con
una velocidad inicial f(0) = O'Y tiene una aceleracion continua f”(t) > 6 para todo t en el intervalo
O < t < 1. Demostrar que la velocidad es f’(t) > 3 para todo t en un cierto intervalo [a, b], donde
O<a<b<l1,siendob—a= %
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Respuesta.- Por el segundo teorema fundamental del célculo, tenemos

t x
FO-10) = [ fxd = f6)= [ 6dx
0 0
= f/(t) > 6t
1
"=Z) >
= f (2> > 3.
Entonces, ya que f”(x) > 6 > 0, que implica f'(x) sea creciente para todo t € [0, 1], se tiene
y 1
f'(t) >3, Vte E,1 .
Con esto, notemos que tenemos b = 1y a = I, porendeb—a = Ly f/(t) > 3, Vt € [a,b] para

0<a<b<1,como se solicité.

28. Dada una funcién f tal que la integral A(x) = [.* f(t) dt exista para cada x e un intervalo [a, b]. Sea c
un punto del intervalo abierto (a, b). Considerar las siguientes afirmaciones relativas a f y A:

a) f escontinua en c. «) A es continia en c.

b) f es discontinua en c. B) A es discontinua en c.
) f escreciente en (a,b). v) Aesconvexaen (a,b).
d) f'(c) existe. 5) A’(c) existe.

e) f’escontinuaen c. €) A’ es continuaenc.

Respuesta.- La tabla estaria dada por:

x B vy O €
a|V Vv
b|V
c|V VvV
a|v Vv
e |V vV v

Sabemos que la primera columna tiene todos los V ya que la funcién A(x) = [

. f(t) dt es continua
para cualquier funcién f. Por el primer teorema fundamental sabemos que la derivada A’(x) existe
en cada punto en el intervalo abierto (a,b). Como diferenciabilidad implica continuidad, entonces
sabemos que A(x) es continua en cualquier punto ¢ € (a,b).

Luego sabemos que la segunda columna no puede tener V en ninguna parte, por el mismo argumento
anterior, la funcién A(x) es continua en todos los puntos ¢ € (a,b). Por lo tanto, no puede ser discon-
tinuo en ningtin punto.

El enunciado 4,b,¢,d y e no puede implicar que A(x) sea convexo en (a,b), ya que son enunciados
sobre continuidad y existencia de derivadas. Ninguna de estas propiedades tiene que ver con la con-
vexidad. Entonces, el enunciado c) si implica la afirmacién v, esto porque una funcién es convexa si
su derivada es creciente. Como f es la derivada de A y es creciente tenemos que A es convexa.
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5.6 Lanotacién de Leibniz para las primitivas

Hemos definido una primitiva P de una funcién f como cualquier funcién para la que P'(x) = f(x). Si
f es continua en un intervalo, una primitiva viene dada por una férmula de la forma

P(x) = / ") dt.

Leibniz us6 el simbolo [ f(x) dx para designar una primitiva general de f. Con esta notacién, una
igualdad como

/f(x) dx = P(x) + C

se considera como otra forma de escribir P'(x) = f(x).

xntl

Ya que la derivada de

es x", podemos escribir

Y xn+1
dx = C,
/x X n+1+

para cualquier potencia racional tal que n # —1. El simbolo C representa una constante arbitraria.

El primer teorema fundamental indica que cada integral indefinida de f es también una primitiva de f.
Por lo cual, en [ f(x) dt = P(x) + C, se puede sustituir P(x) por [ f(t) dt donde c es un cierto limite
inferior y resulta:

/f(X) dx:/cxf(t) dt + C.

Esto indica que se puede considerar el simbolo [ f(x) dx como representante de una integral indefinida
de f, mds una constante.

El segundo teorema fundamental, expresa que para cada primitiva P de f y cada constante C, se tiene:

b

/bf(x) dx = [P(x) + C]

a

Si se sustituye P(x) + C por [ f(x) dx, esta férmula se puede escribir de la forma:
b
a

/abf(x) dx = /f(x) dx

Debido a una larga tradicién, muchos tratados de Célculo consideran el simbolo | f(x) dx como repre-
sentante de una integral indefinida y no de una funcién primitiva o antiderivada-

5.7 Integracién por sustitucion

Sea Q la composicion de dos funciones Py g, es decir Q(x) = P[g(x)] para todo x en un cierto intervalo
I. Entonces,

P'(x) = f(x) implica Q'(x) = f[g(x)]g' (x).
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Con la notacién de Leibniz, esta afirmacion puede escribirse del modo siguiente: Si tenemos la férmula
de integracién

/f(x) — P(x) +C,

tenemos también la férmula més general

[ Flax)1g’(x) dx = Plg(x)] +C.

Sustituimos g(x) por un nuevo simbolo u y reemplacemos g’ (x) por du/dx, segin la notacién de Leibniz
para las derivadas. Entonces,

/f(u)j—udx:P(u)—l—C = /f(u)duzP(u)—}—C.

X

Teorema de sustitucién para integrales. Supongamos que g tiene una derivada continua g’ en un intervalo
I. Sea | el conjunto de los valores que toma g en I y supongamos que f es continua en J. Entonces para
cada x y cada c en I, tenemos

x (%)
[ flswng'wyae= [ 7w an

Demostracién.- Sea g(c) y definimos dos nuevas funciones Py Q del siguiente modo:

)= [ faydu sixe], Q= [ flglgnar sixel

Puesto que P y Q son integrales indefinidas de funciones continuas, tienen derivadas dada por la férmu-
las

P'(x) = f(x), Q'(x) = flg(x)]g'(x).

Llamemos ahora R a la funciéon compuesta, R(x) = P[g(x)]. Con la regla de la cadena, encontramos

R'(x) = P'[g(x)]g'(x) = flg(x)]g' (x) = Q' (x).

Aplicando dos veces el segundo teorema fundamental, obtenemos

8(x) gx) B Ol A = Rlx) — Rc
[y f0 du= [ P (w) du = Plg(x)] - Plg(e)] = R(x) - R(o),

[ flswigar= [ ar= [ R dt = Rx) - R(o).

Esto demuestra que las dos integrales [ f[g(t)]g'(t) dt = [ gﬁ? f(u) du son iguales. u

5.8 Ejercicios

En los ejercicios del 1 al 20, aplicar el método de sustitucion para calcular las integrales.

1. /\/Zx—f— 1dx.
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du I
Respuesta.- Sea u = 2x +1 = 2 = ——. Entonces, usando la sustitucién

dx

/\/de = /gdu

—_
=
Nl
+
—_

N |
—_

2. /x\/l + 2x dx.

Respuesta.- Sea
u—1

=143x = x=
u + 3x X 3

du=3dx = dx:%du.

Entonces,

/x\/1—0—73xdx = /

3. /xzx/x+ 1 dx.

Respuesta.- Sea
u=x+1 = x=u-1

du = dx.

Entonces,
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/xzx/mdx = /(u—l)z\/ﬂdu

1
3 xdx

242 -3x

Respuesta.- Sea
2—u

=2-3x = =
u X X 3

du = -3dx = dx:—%du.

Por el teorema 1.4,

de donde,

«(8) T3 du
/% - /l<§> v 3

I
|
|
—~
N
I
=
~—
:|
N
[
=

(x+1)dx
> /(x2+2x+2)3'

Respuesta.- Sea
u=x24+2x+3 = du=2(x+1)dx
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Entonces,

6. /sen3x dx.

/( (x+1)dx

X2+ 2x +3)°

Respuesta.- Reescribamos la integral como

Luego, sea

Entonces,

7. /z(z—l)% dx.

Respuesta.- Sea

Entonces,

/ sen® dx

U = Ccosx

/sen3 x dx

1

5 u 3 du

u?4C

e N ]

/senx -sen? x dx

/senx (1 — cos? x) dx

/senx dx—/senxcoszxdx

= du = —senx dx.

/senx dx—/senxcoszxdx

—cosx—i—/u2 du

1
—cosx+§u3+C

! cos
3

3x —cosx+C.
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8 /cosxdx
) senx

Respuesta.- Sea,

u =senx

Entonces,

cosx dx
3 dx
sen3 x

/4
9. / cos2xv4 — sen2x dx.
0

Respuesta.- Sea,
u =4 —sen(2x)

Por el teorema 1.4,

u(%) :4—sen(g) =4—-1=3

Entonces,

/(;Z cos(2x)

4 —sen(2x) dx = —f/
2 Ju

= du = cosxdx.

= /u*3 du

1
= —Eu_z‘i‘c

1
= —3 cosec? x + C.

= du = —2cos(2x) dx.

8
= - -3
3~ V3
10, / senx dx
3+ cos x)?
Respuesta.- Sea,
u=34+cosx = du=—senxdx.
Entonces,
senx dx 2 1 1
/(3+cosx)2 /u w=u o 3+ cosx
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5.8. Ejercicios

11 /senxdx
" J VeosPx

Respuesta.- Sea,

Entonces,

1 /8 senv/x +1dx
"3 vVx—+1 ’

Respuesta.- Sea,

Por el teorema 1.4,

Entonces,

13. /x”fl senx” dx.

Respuesta.- Sea,

Entonces,

u=vVx+1 = du=

u=cosx = du

/sen x(cos x)*% dx

= —senx dx.

= /u*% du

= Zu*% +C

2
= +C.

4/ COS X

—_

E(x + 1)7% dx.

uB)=2 vy u(8) =3.

u=x" = du

/x”*l senx" dx =

359

3
2/ senu du
2

3
2| —cosu
2

2(cos2 — cos 3).

= nx""1 dx.

1
f/senu du
n

1
——cosu+C
n

1
——cosx"+C.
n
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5
14, /ﬂ
V1 —x6

Respuesta.- Sea,

u=1—x

Entonces,

x° _ 1 _%d
./‘\/]—x6 o _g/u "

15. /t(1+t)% dt.

Respuesta.- Sea,

Entonces,

=
—~
—_
_|_
-
N—
-
[
~~
I
—
=
|
—_
N—
=
N,
QU
=

16. /(x2+1)—% dx.

Respuesta.- Sea,

N=

u:(x2+l)_ = du:—x(xz—i-l)_ dx.

De donde,
Vi
S
Entonces,
1
/(x2+1)7% dx = /—; du
—u
= ——du.
/ V1—u?
Luego, sustituimos por segunda vez
v=1-u?> = dvo=2udu
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Entonces, . ) )
l/\/%du = E/%dv

= Vv+C
= Vi-u24C

1
= Yl e
x2+1
17. /x2(8x3+27)% dx.

Respuesta.- Sea,
u=8x1+27 = du=24x*dx.

Entonces,

2
1 -
/x (8x +27) dx 24/u du

+C.

18. / (senx + cos x) dx.

(senx — cos x)%

Respuesta.- Sea,
U=senx—cosx = du=senx-+ cosx dx.

Entonces,

senx + cosx _1
/—1dx = /u 3 du
(senx — cos x)3

@WIN

us +C

N W

@I

_ 3 (senx —cosx)3 4 C.

2

dx

19./ ad dx.
\/1+x2+ V(1 +2%)3
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Respuesta.- Simplifiquemos la integral como sigue,

x dx x dx

‘/¢1+x2+m /\/1+x2 ) (1+Vi+22)

x dx

/(m)( 1+ VI+a?)

Ahora, sea
x dx
u=vV1+x2 = du=——.
V14 x2
Entonces,

/ x dx = /uf%du
(Vita) (Vi+viea)

= 2u%+C

= 2V1+vV1+x2+C.

—

2+1-2 5d
20/ + x .
1—x

Respuesta.- Simplificando la integral, tenemos

U=

/(x2+12x) i /(x—lx)?,dx

1+ x

Ahora, sea
u=x—-—1 = du=dx.

Entonces,

= —gu%+C
= —g(x—l)%—i—c

21. Deducir las férmulas de los teoremas 1.18 y 1.19 por medio del método de sustitucién.

Demostracién.- Deduzcamos el teorema 1.18 (invarianza bajo traslacién). Para una funcién f inte-
grable en un intervalo [a,b] y para todo ¢ € R, tenemos

b b+c
/a f(x)dx = . f(x—c)dx
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Si P es una primitiva de f, entonces

/bf(x) dx = P(b) — P(a),
Sea,
u=g(x)=x—-c = du=g(x)dx=dx
Asi,
b+c b+c
[ fa=adr = [ flg()]g () dx

+c

De donde se deduce que
b+c

/bf(x) dx = f(x—c)dx.
a a+c

Ahora, deduzcamos el teorema 1.19 (Expansion o contraccién del intervalo de integracién). Para una
funcién f integrable en un intervalo [a, b] y para todo k € R distinto de 0, se tiene

/abf(x) - i/kkbf(’lz) dx.

Sea,
u:g(x):% = du:g’(x)du:%dx.
Entonces, o
1 X
P () dx
kb
= [ fl3)]g () dx
_ /g(kb) 2 du
g(ka)
= Plg(b)] — Pg(a)]
= P(b)— P(a)
Asi,
b 1 rkb
[ re@=g [ (F) o
22. Sea

X tq
F(x,a) = A m dt,

donde a > 0y p y g son enteros positivos. Demostrar que F(x,a) = aP*1=21F(x/a,1).

Respuesta.- Sea,
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Entonces,

x tp
dt
b

t2 4 a2)4

23. Demostrar que

T gt

x 1412

Demostracién.- Sea
Lo que implica,

Entonces,

24. Demostrar que

Demostracion.- Sea,

1/x
-

u(x) uPab

‘ /u(o) (u2a? + a?)1
u(x) ub

arﬂrl/ _
u(0) a2‘7(u2 + 1)‘7

X
abt1-2q / a
0

a2 (f, 1) .
a

du

du

ub

Wiy du

dt

32 six > 0.
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5.8. Ejercicios

Entonces,

/lem(l—x)”dx = —/ (1—u)"u" du

25. Demostrar que

/2 /2
/ cos" xsen™ x dx =27" / cos™ x dx.
0 0
si mm es un entero positivo.

Demostracion.- Primero, simplifiquemos la integral,

u 4

2 2
/ cos™ xsen™ x dx = / (cosxsenx)™ dx
0 0

Luego, usamos el método de sustitucion
u = 2x, du = 2 dx.

Entonces,

B

1 u(m/2)

1 r2 " _ m
Zm/o sen”(2x) dx = TSt /u(o) (senu)™ du

1 7T
= W / (Senu)m du
J0

= ﬁli {sen(u—k%)}m du

1 7
= W/ncosmudlx{

2

N

1 %
= 271/0 cos™ x dx

T

7
= 2””/ cos™ x dx.
0
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26. (a) Demustrar que

T 7T T
/ xf(senx) dx = —/ f(senx) dx
0 2 Jo
Demostraciéon.- Sea,
U=m—x = du= —dx.
Entonces,

/Oﬂxf(senx) dx = —/u (r—u)f [sen(mr —u)] du

7T 7T
= / nf(senu) du—/ uf(senu) du.
JO 0
Aqui, cambiamos el nombre de la variable de integracién de u a x. (Siempre podemos cambiar el

nombre de la variable de integracién ya que integrar f(t) dt es lo mismo que integrar f(x) dx, por
ejemplo). Asi que esto significa que tenemos

/on xf(senx) dx = /O” nf(senx) dx — /On xf(senx) dx

/Onxf(senx) dx

= %/Onf(senx) dx

(b) Aplicar (a) para deducir la férmula:
/” xsenx 71/1 dx
0 14+cos2x — T Jo 14a2

Demostracién.- Usemos primero, la identidad trigonométrica cos? x + sen? x = 1, lo que implica
1+ cos? x = 2 — sen? x, para reescribir la integral

‘T xsenx B / xsenx
Jo 1+ cos?x o 2 —sen?x
§ dx dond 2
= /0 xf(senx) dx don ef(x)—m

Entonces, por (a) tenemos

/Onxf(senx)dx = g/onf(senx)dx

/ sen x
2 2 —senx
7T [ senx

2 Jo 1+cos?x
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Luego, sea
U = COS X, du = —senx dx.

Asi,
T [T senx T 1 1
T[Sy :_7/ 4
2 Jo 14 cos?x * 21 1+u? "

B n/‘l 1 I
2142

1 1 p
N n/o 1+ x2 x

27. Demostrar que fol (1— 2212 gy = fon/ % cos? u du si n es un entero positivo. [Indicacién: x =
sen u.] La integral del segundo miembro se puede calcular por el método de integracién por partes.

Demostracion.- Sea,
X =senx, dx = cosu du.

/01(1_352)"‘% =
-
-,

7
= / cos?" u du.
0

Entonces,

Nl

1
2 \'""2
1—sen“u cosu du

n
2
(cos2 u) cosu du

B

S|

(coszn*1 u) cosu du

1

L1y . . 1 . ..
La dltima igualdad sigue puesto T = 132 de modo que esta es una funcién par. Por lo tanto

(por un ejercicio anterior ) la integral de —1 a 1 es el doble de la integral de 0 a 1.

5.9 Integracion por partes

Se demostr6 en el capitulo 4 que la derivada de un producto de dos funciones f y g esta dada por la

férmula:

W (x) = f(x)g'(x) + f'(x)8(x),
donde h(x) = f(x) - g(x). Traduciendo esto a la notacién de Leibiz para primitivas se tiene [ f(x)g’(x) dx +
J f(x)g(x) dx = f(x)g(x) + C, que se escribe usualmente en la forma

[ £x0g' () dx = fx)g(x) = [ f/(x)g(x) dx+C.

Esta igualdad, conocida por férmula de integracién por partes, da lugar a una nueva técnica de inte-
gracion.

En el caso de integrales definidas, la férmula anterior se transforma en

[ 58/ () dx = f0)g() ~ flagta) — [ F (0g(x) .
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Ejemplo
5.3

Teorema
5.5

5.10. ejercicios Chapter 5. Relacién entre integracién y derivacion

Poniendo u = f(x) y v = g(x) se tiene du = f'(x) dx y dv = g’(x) dx y la férmula de integracion por
partes toma una forma abreviada que parece mas facil de recordar:

/udvzuv—/vdu—l—c.

Algunas veces el método falla porque conduce de nuevo a la integral original. Por ejemplo, al intentar
calcular por partes la integral [ x ! dx. Sise hace u = x y dv = x2 dx, entonces [ x ! dx = [u do.
Con esta eleccion de u y v se tiene du = dx y v = —x~! de manera que (5.24) da:

/x‘ldx:/udv:uv—/cdu+C:—1+/x‘1dx+C,

y se vuelve al punto de partida. Por otra parte, la situacién no mejora si se intenta u = x" y dv =
x " Ldx.

Este ejemplo se usa con frecuencia para evidenciar la importancia de no olvidar la constante arbitraria
C. Si en la férmula anterior no se hubiera escrito la C, se hubiera llegado a la ecuacién f x1dx =

—1+ [ x~! dx que se utiliza algunas veces para dar una aparente demostracién de que O = —1. u

Como aplicacién del método de integraciéon por partes, se obtiene otra versién del teorema del valor
medio ponderado para integrales (teorema 3.16).

Segundo teorema del valor medio para integrales. Supongamos que g es continua en [4,b], y que f tiene
derivada continua y que nunca cambia de signo en [a, b]. Entonces, para un cierto ¢ de [a, b], tenemos

b

[ fse) dx = fa) [ () dxt 0 [ g2)

Demostracién.- Sea G(x) = [ g(t) dt. Como que g es continua, tenemos G'(x) = g(x). Por consigu-
iente, la integraciéon por partes nos da

[ fste ax = [ 06 @) dx = f0)G0) ~ [ F 06 dx

puesto que G(a) = 0 (hipétesis). Segun el teorema del valor medio ponderado, se tiene

b b
| F @6 dx =G(e) [ f/(x) dx = G(O)If(b) - f(a)]

para un cierto ¢ en [a,D]. Por consiguiente f: f(x)g(x) dx = fabf(x)G’(x) dx = f(b)G(b) — fab F'(x)G(x) dx
se convierte en

/abf(x)g(X) dx = f(b)G(b) = G(e)[f(b) — f(a)] = f(a)G(c) + f(D)[G(b) — G(c)].

Esto demuestra fubf(x)g(x) dx = f(a) [ g(x) dx + f(b f g(x) dx yaque G(c) = [¥ g(x) dxy G(b) —
= fcb g(x) dx. [ ]

5.10 ejercicios

Con el método de integracién por partes calcular las integrales de los Ejercicios 1 al 6.
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ejercicios

1. / xsenx dx.
Respuesta.- Aplicando la férmula de integracién por partes, se tiene
u=x = du=dx

dv=senxdx = U= —cosx.

/‘xsenxdx = /udv
uv—/vdu

—xcosx—i—/cosx dx

Entonces,

= —xcosx+sinx+ C.

2. /x2 sen x dx.
Respuesta.- Aplicando la férmula de integracién por partes, se tiene
u=x> = du=2xdx

dv=senxdx = ©v= —cosx.

/xzsenxdx = /udv
uv—/vdu

—xzcosx—i-Z/xcosx dx.

Entonces,

Volviendo a utilizar la férmula de integracion por partes,
u=x = du=dx

dv=cosxdx = v=sinx.

/xcosxdx = /udv
uv—/vdu

= xsinx—/sinx dx

Entonces,

= xsinx+cosx + C.
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3. /x3 cos x dx.
Respuesta.- Aplicando la férmula de integracién por partes, se tiene
u=x = du=23x%dx

dv=cosxdx = v=sinx.

/x3cosxdx = /udv
= uv—/vdu

= x3sinx—3/xzsinx dx.

Entonces,

Por el anterior ejercicio 2,

2

/xzsen dx =2xsenx +2cosx — x“cosx + C.

Asi, tenemos

/x3cosx dx = x?’senx—/xzsenxdx
= x3senx —3(2xsenx +2cosx — x2cosx) + C

3

= x3senx—6xsenx —6cosx + 3x2cosx + C.

4. / xsenx dx.
Respuesta.- Aplicando la férmula de integracién por partes, se tiene
u=x3 = du=3x>dx

dv=senxdx = ©v= —cosx.

/x3senxdx = /udv
uv—/vdu

—x3 cos x +3/ x% cos x dx.

Entonces,

Aplicando la férmula de integracién por partes una vez maés,
u=x> = du=2xdx
dv=cosxdx = v=sinx.
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Entonces,

/xzcosxdx = /udv
= uv—/vdu

= xzsinx—Z/xsinx dx.

Luego, por el ejercicio 1,

/xsenx dx =senx —xcosx + C,

se tiene,
/xzcosxdx = xzsinx—Z/xsenx dx

2

= x“sinx —2(senx —xcosx) +C

2

= x“sinx —2senx + 2xcosx + C.

Por lo tanto,
/x3senx dx = —x3cosx+3 /x2 cos x dx

= —x3cosx+3(x?sinx —2senx + 2xcosx) + C

3

= —x3cosx+3x2sinx — 6senx + 6xcosx + C.

5. / sen x cos x dx.
Respuesta.- Aplicando la férmula de integracién por partes, se tiene

u=senx = du=cosxdx

dv=cosxdx = ©v=—senx.
Entonces,
/senxcosxdx = /udv
= uv— /ZJ du
= sen?x— / sen x cos x dx.
De donde,

2/senxcosxdx = sen’x+C

2
/senxcosxdx = %.
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6. /xsenxcosx dx.

Respuesta.- Por las propiedades trigonométricas se tiene,

1
Sen X cosx = 5 sen 2x,

por lo que evaluaremos
1
5 / xsen2x dx.

Aplicando la férmula de integracién por partes, se tiene

u=x = du=dx

dv=sen2xdx = v= —%cost.

1 1 1 1
/xsen2xdx = 5 {x (—zcos2x)] —2/<—2cos2x> dx+C

1 1
= —ExCOSZX—Z/COSZx dx+C

Entonces,

1 1
= —ExCOSZx -3 sen2x + C.

7. Con la integracién por partes deducir la féormula

/senzxdx: —senxcosx—{—/coszxdx.

2

En la segunda integral, poner cos? x = 1 — sen? x y asf deducir la férmula

' 1 1
2 —_— e — —
/sen xdx = 5 4ser12x.

Respuesta.- Primero, usamos la férmula de integracién por partes,

u=senx = du=cosxdx

dv=senxdx = ©v= —cosx.

/senzxdx = /udv
= uv—/vdu

= —senxcosx—i—/coszxdx

Entonces,

= —senxcosx+/(1—sen2x) dx

= —senxcosx—i—/l dx—/senzxdx
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De donde,
2/sen2xdx = —senxcosx+x—+C
1 1
/senzx dx = 5 leen(Zx) +C.

8. Integrando por partes deducir la férmula

/ sen” x dx = —sen" ! xcosx 4 (n —1) / sen” 2 x cos? x dx.

2x =1 —sen® x y con eso deducir la férmula recurrente

xcosx n-—1 _
+ /sen” 2 x dx.
n n

En la segunda integral, poner cos

sen” 1

/sen”xdx:—

Demostraciéon.- Usando la férmula de integracion por partes,
u=sen" 'x = du=(n—1)cos" ?xdx
dv=senxdx = ©v= —cosx.

Entonces,

/sen”xdx = udx

= uv—/vdu

= —sen" lxcosx+ (n—1) /sen’“2 x cos® x dx

Luego, usando la identidad cos? x = 1 — sen? x, tenemos

/ sen"xdx = —sen" lxcosx—(n—1) /sen”‘2 x (1 — sen? x) dx
/sen”xdx = —sen”’lxcosx—i—(n—l)/sen”fzxdx— (n—l)/sen”xdx
n / sen"xdx = —sen" lxcosx+ (n—1) /sen”*2 x dx
/sen” xdx = — sen ! xcos ¥ + 1= ! /sen”*2 x dx.
n n

9. Con los resultados de los Ejercicios 7 y 8 demostrar que

/2
(a) / sen® x dx = T
0 4
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Demostracién.- Usando la férmula del Ejercicio 7,

? en? S IV ?
/0 sen“xdx = [ZX 4sen(Zx)} :
T
= (3-9)-0
-
- T
/2 3 (/2 3
(b) /0 sen* x dx = 1/0 senzxdle—g.
Demostracién.- Usando la férmula del Ejercicio 8 (b), tenemos
s 3 7 z
/ sentydy = - oo rcCost +§/2 sen? x dx
0 4 o 4Jo
3/m
= 0+5(3)
_ o
16
/2 5 /2 5
(c) /o sen® x dx = 6/0 sen4xdx:3—72r.
Demostracién.- Usando la férmula del Ejercicio 8 (b), tenemos
4 5 z s
/2 sen®x dx = _ Sen Xeost +§/2 sen* x dx
0 6 o 6o
5 (3m
— O _ -
v (%)
_ 5
32

10. Con los resultados de los ejercicios 7 y 8 deducir las siguientes férmulas.

3 1
3 - _> il
(a) /sen xdx = 7 C0sx+ 12cos3x.

1
Respuesta.- Por el ejercicio 8 y dado cos(3x) = 4cos® —3cosx, que implica cos® x = Z(3x) +
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5.10. ejercicios

3
1 Ccos x, tenemos

® |

/sen3 x dx

sen?

(se

Wl Wik Wl

1
—cosx+§cos

1
—cosx+§ 1

3 1
——COS X + — cos

4

3 1 1

4

dx = —x — - 2 — 4x.
sen” x dx 8x sen x+3zsen X

4

X COS X

3

Nn-cos x + 2cos x

cosx (3

2

12

1
—COS

2

3 x

— cos” x)

(3x) +

(3x).

2
—i-g/senxdx

)

[(1— cos? x) cos x + 2 cos x]

4

3
—COoS X

Respuesta.- Usando el ejercicio 8 y el ejercicio 7, y dado cos(2x) = 1 — 2sen?x que implica

sen

© [

2

/sen4x gy - _senxcosx
4
1 3
= -3 (sen®xcosx) + 1 [
1 2
= 3 [sen? x sen(2x) |
1
= ~1g [sen(2x) — sen(2x) cos(2x)]
3 1 1
= 571 sen(2x) + 35 Sen
1
sen’ x dx = —gx + 4% cos 3x — 30 cos bx.

1 1 .
X=5-5 cos(2x), se tiene

3

375

2

(4x).

3
+1/sen2xdx

4

16

1x ! sen(Zx)}
+ §x _3 sen(2x)

8

3 3
+ —-x— —sen

8

16

(2x)
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Respuesta.- Usando el ejercicio 8 y luego la parte (a) de este ejercicio, tenemos

4

/sen5xdx = —w—l—g/sen“o’xdx

= 1l o 2) (1 — cos? 413 1
= 3 [(1—cos?x) (1 — cos®x) cosx| + 5| m7osx+ 55 cos(3x)

1 1
= —z (cosx —2cos® x + cos® x) + i [10 cos x + 5 cos(3x) + cos(5x)]

3 1
— geosx + G cos(3x)

11 3 1 3 1
= —5|gws¥— ¢ cos(3x) + Ecos(5x) — 5 eosx + ECOS(?)X)

5 5 1
= —gcosx + 8 cos(3x) — 20 cos(5x).

11. Con la integracion por partes y los resultados de los ejercicios 7 y 10 deducir las siguientes formulas:

1 1 1
2 1o 1o 1 _ 2
(a) /xsen xdx = R 4xser1(2x) 5 cos(2x).

Respuesta.- Aplicando la integracién por partes, tenemos
u=x = du=dx

dv=sen’xdx = v= % senin)'

2

Usando el ejercicio 7 para la primitiva de sen” x, se tiene

/xsen2xdx = /udv
= /uv—/vdu

= Lo lseny) - / ["— Se“(zx)} dx

2 4 2 2
1 1 1
= Exz - 1" sen(2x) — 3 cos(2x).

' 3 1 3 1
3 2 _ _2 —
(b) /xsen xdx = 2 Senx — o sen(3x) 4xcosx+ 12xcos(Sx).

Respuesta.- Aplicando la integracion por partes, tenemos

Uu=x = du=dx

3 1
dv=sen®xdx = ov= —7Cosx+ Ecos(3x).
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3

Aplicando el ejercicio 10 para la primitiva de sen” x, se tiene

/xsen3xdx = /udv
/uv—/vdu

3 1 3 1
—Zxcosx—i— Excos(?)x) —/ {—4 cosx + Ecos(?)x) dx

3 1 3 1
= — Xcosx + 7% cos(3x) + 2 5enx — = sen(3x).

1 1 1 1
2 car2 _1.3 212 _ =
(c) /x sen” x dx = e + (8 1 >sen2x 4xcos(2x).

Respuesta.- Aplicando la integracién por partes, tenemos

u=x = du=dx

1 1 1
do=xsen’?xdx = ov= Exz - sen(2x) — 5 cos(2x).

2

Acplicando la parte (a) derivando la primitiva de x sen” x, se tiene

/xzsenzxdx = /udv
/uv—/vdu

1, 1, 1 1, 1 1

= 0 sen(2x) 8xcos(2x) /Lx 4xsen(Zx) 8(2x) dx
1 1 1 1 1 1

= 2¥ 2 sen(2x) — = 2_737/ 2x) dx + — sen(2x).
R sen(2x) 8xcos( X) 5" + 1 xsen(2x) dx + 1 sen(2x)

Luego, necesitamos usar nuevamente la integracion por partes para | x sen(2x) dx, como sigue

u=x = du=dx
1
dv=sen(2x)dx = v= ~3 cos(2x).

Después, integrando por partes, tenemos

/xsen(Zx) dx = /u do

/uv—/vdu

—%xcoS(ZX)—./ [—;COS(ZJC)] dx

1 1
= ¥ cos(2x) + i sen(2x).
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Asf, la integral queda

1 1 1 1 1
/xzsenzxdx = 1x3 - le2sen(2x) - gxcos(Zx - —x +Z/xsen (2x) dx + Rsen(Zx)
1 1 1 1 1 1
= —x>— —xZsen(2x) — 2x) — —x%+ — | —sxcos(2x) + — sen(2
e sen(2x) 8xcos( x) x t2 [ > x cos(2x) 4sen( X)
+ lser1(2x)
16
1, 1, 1 1, 1 1
= X" sen(2x) 8xcos(2x) T 8xcos(2x)+ T sen(2x)
+ iser1(2x)
16

(1 1N\, 1, 1 1
— (4 12>x i sen(2x) ZXCOS(zx)+§Sen(2x)

1 1 1 1
— 13 (2_1,2 _ -
= ot <8 i > sen(2x) 4xcos(2x).

12. Integrando por partes deducir la férmula recurrente

n—1

cos senx n-—1 _
/cos” xdx = + /cos” 2 x dx.
n

n

Respuesta.- Aplicando la integracién por partes, tenemos

n—1 -2

u=cos" 'x = du=—(n—1)cos" “xsenx dx

dv=cosxdx = ©v=senx.

2

Después, usando la identidad sen?x = 1 — cos? x, se tiene

/cos”xdx = /udv
= uv—/vdu
2

= cos" lxsenx+ (n—1) /cos”_ x sen® x dx
= cos" lxsenx+ (n—1) /cos"_2 x (1 — cos? x) dx

= cos" lxsenx+ (n—1) (/cos”_zxdx— /cos”x dx) .

De donde,
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(n—l)/cos”xdx—i—/cosnxdx = COS”ﬂxsenx+(n—1)/Cos”72xdx
" / cos"xdx = cos" lxsenx+ (n—1) /Cos”*2 x dx

n—1 1
/cos” xdy = nx senx I . /cos’“2 x dx.

13. Utilizar el resultado del Ejercicio 12 para obtener la férmula siguiente.

1 1
(a) /c:os2 xdx = 7X + 1 sen(2x).

Respuesta.- Aplicando el ejercicio 12 y la identidad sen(2x) = 2sen x cos x, se tiene

1 1 1
/coszxdx: w+§/ dx = §x+isen(2x).

3 1
(b) /cos xdx = Zsenx—l—ﬁsenf%x

Respuesta.- Aplicando el ejercicio 12 y la identidad cos? x = 1 — sen? x, obtenemos

2 2
/cos3xdx wnLg/cosxdx

senx — sen3 X

= %senx-!—
T3 3

1 3
= senx— gsen X.

3 1 1
4 e p— — —
(c) / cos” x dx = gt 4sen(2x) » sen(4x).

Respuesta.- Aplicando el ejercicio 12 y la solucion de la parte (a) de este ejercicio, se tiene

3
/cos"‘xdx = w+2/coszxdx

1
4

1 , ] 3[1 1
{ sen(2x) cos x] +2 Lx—i- 4sen(2x)}

1
%x + 13—6 sen(2x) + 3 [sen(2x) — sen(2x) sen? x|

= %x + %sen(Zx) + % sen(4x).

14. Integrando por partes, demostrar que

/mdx—xm—i—/m
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Sea x?> = x2 — 1 + 1 en la segunda integral deducir la férmula

V1—x2dx = fx\/l—xz—i— /
/ 2J V1—x2
Respuesta.- Integrando por partes, se tiene
—X
V1—x2

dvo=dx = v=nx.

Entonces,

/ﬂdx = /udv

= uv—/vdu

2
X
_ — 2 [t
= xv1—x /mdx

Luego, escribiendo x> = x2 — 1 + 1 se obtiene

/\/1—x2dx = xv1—x2 —|—/x _1+1

V1 —x?
" 1
= x\/17x2+/\/17x2dx+/7dx
. J V1I-2

Por lo tanto,

2/\/1—x2dx—x\/1—x2
|3
/\/1—x2dx—fx\/1—x2+

+/m

=t

15. a) Usar la integracién por partes para deducir la férmula

2

2 a\" _ x(a —xz)n 2a%n A
/(a x) dx = 1 +2n+1 (a x) dx + C.

Respuesta.- Sea,

u= (a2 -x%)" = du=(-2nx)(a®— xz)"*1 dx

dv=dx = v=nux.

/()ndx = /udv

= uv— [vdu

Entonces,

= x(a®-— xz)" —2n / x? (a2 — xz)W1 dx +C.
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Usando la identidad x? = x? + 4> — 4> = — (2 — x?) + 42, se tiene
/ <a2 — xZ)n dx =x (a2 - xz)n +2n [/ (az - xz)n dx +a2/ (a2 — x2>”71 dx}
U
(2x + 1)/ (a2 - xz)n dx = x (a2 - xz)n +2na2/ (a2 - x2>n_1 dx
U

2 o\, x(az—xz)n 2na? 2 o\l
/(a —x) dx = 1 +2n+1/<a x) dx.

5/2

b) Utilizar la parte a) para calcular [y (a*> — x2)™" dx.

Respuesta.-

16. a) Sil,(x) = fo" £ (12 + a?) 12 dt, aplicar el método de integracién por partes para demostrar que

nl(x) = X" 1Wx2 +a2 = (n—1)a*l,_»(x) sin>2.

Demostracién.- Aplicando el método de integracién por partes, se tiene
u=t""1 = du=(n-—1)t""2dt
_1 1
duv=t(t*+a*) 2 = o= (44?2 dt
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Entonces,

X _1 x
In(x)z/o t”(t2+a2) ‘= /Oudv

Ju

X

- /Ox(n —1)"2 <t2 - a2> dt

= x"1(x®+a?) - /:(n — 1) 2 (tz + az) (tz + a2)7 dt

NI

Nl—

1

= 2" (x2 +a?) —/x(n—l)t"*Z (t2+az)_2 dt
0

Nf—=

Y w22 (2, 2\
/O(n 1)t u(t+a> dt

= x"1 (x2—|—112) — (u—1)Iy(x) —a®(n — 1)L, »(x).
Luego anadiendo (n — 1)I,(x) a ambos lados de la ecuacién anterior tenemos

1

nl,(x) = x"1 (x2 + az) - a*(n —1)I,_»(x).

b) Aplicando (a) demostrar que foz x° (x245) 2 ax 168 40\/> .

Respuesta.- Primero por la definicién de I, (x), se tiene

1

5(2) = /02155(t2+5)_7 dt
5(2) = /(;2t3(t2+5); dt

Luego, usando la férmula de la parte (a) obtenemos

5I5(2) =2*V44+5-4-5-1;(2) = 15(2):%3—413(2)

Usando una vez maés la férmula de la parte (a), tenemos

3

Luego, utilizando el método de sustituciéon para u = t 2 + 5 que implica du = 2t dt, se tiene

2 -1 (2) 1
5 2 . _1
/Ot(t+5) At = 2/ w2 du

10 10 — 5 dt
[2)=2VE+5-5.2.4(2) = L2)=4—— 11(2)74—§/0 t(P+5) 20
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Introduciendo esté solucién a I3(2),

10 10
h2)=4—= (3-v5) = V56
Y después, intruduciendo a I5(2), concluimos que

48 10 168 405

-1/2

17. Calcular la integral | El £(4+1) dt, sabiendo que [ El (4+ t3)1/2 dt = 11.35 Dejar el resultado

en funcién de v/3y v/31.

Respuesta.- Aplicando la integracién por partes, se tiene
u=t = du=dt

3 1
do==f%. dt = v=+V4+1
2 Ja+8

Entonces,
3 _1 2 33 _1
3 3\72 4 9.3 3) 2
/4t (4+t) = 3/.5 <4+t) dt
2 3
= 3 _1udv

3 3

= % <t\/4+t3 —/ V4a+1 dt>
1 -1

- % (3\/ﬁ+ V3 — 11.35) .

18. Integrando por partes deducir la férmula
/‘ sen"tlx  1sen"x n [sen"lx
= - — dx

cos™tlxy  mcos™x mJ cosmlx

Aplicar la férmula para integrar [ tan’x dxy [ tan*x dx.

Respuesta.- Aplicando la integracién por partes,

u=sen"x = du=mnsen" xcosxdx

L RN 0—1 L
~ cos™t1 - m cos"x’
Luego, haciendo la sustitucién t = cos x que implica dt = — sen x dx. Por lo que tenemos
sen x 1
/Cos"““1 dx = _/ g+l dt
m
11
- m cosm
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Después,
sent1 x
— dx = u do
cos™+1 x

= uv—/vdu

1sen"x n [sen" lxcosx J
= —_ _ B — X
mcos™x m cos x
1sen"x n [sen" lxcosx J
= — - | ——— dx.
mcos™x m cos x
en? x

. Este es el caso de la formula de

' s
Ahora, aplicando la férmula a [ tan® x, y dado que tan? x = cos2 x

arribaconn +1=m+1 = 2. Porlo que

2
sen- x
/taandx = / 5 dx
COS* X
sen x
= —/ dx
CcoS X

= tanx —x-+C.

Entonces, para [ tan* x dx se tiene

4
sen
/tan4xdx = / 7\ dx
cos* x
1sen®x / sen? x
3 cos3 x

dx

cos? x

1
= gtan3x—tanx+x+C.

19. Integrando por partes deducir la férmula

cos" 1 x lcos™x m [cos" lx
o1y = T | epniy X
sen”t1x nsen"x n ) sen""lx
Utilizar la férmula para integrar [ cot?x dxy [ cot x dx.
Respuesta.- Usando la integracién por partes,
u=cos"x = du=—mcos" xsenxdx
cos x 1 1
dv=—-—=dx = v=——-: .
sen”+ n sen”x

Donde la formula para v con t = senx y df = cos x se tiene
cos x 1
/ sent1 dx = / n+1 dt

— ——t_n
n
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Por lo que
m+1
/M dx = /u do
sen1 x
uv — /v du
1

1 cos™x m [ cos™ *xsenx J
= _— _— —_— X
n senx n sen’” x

1 cos™x m [ cos™ 1

x
n sen"x n.J sen"lx

Luego, usamos esta solucién para evaluar cot? x y cot* x. Primero para cot? x usamos la formula con
m+1=mn+1= 2, como sigue

2
COS” X
/cothdx = / 5 dx
sen‘ x
cos x
= - —/ dx
senx
= —cotx—x+C.

Para cot* x usamos la formulaconm +1=n+1 =4,

. 4
cos* x
/cot4xdx = / 1 dx
sen? x

1 cos® x
= —fT—/cotzxdx
3sen’ x

1
= —gcot3x+cotx+x+C.

20. (a) Hallar un entero n tal que n fol xf"(2x) dx = f02 tf"(t) dt.

Respuesta.- Utilicemos la propiedad de expansién contraccién de la integral, de donde
1
/tf”(t) dt = n/ xf"(2x) dx
0
_oon[?x
= 3 /0 5 f(x) dx
2
= %/0 xf"(x) dx

_ 2/02 EF (x) dt.

Esta ecuacion se cumple siempre que n = 4.

(b) Calcular fol xf"(2x) dx, sabiendo que f(0) =1, f(2) =3y f'(2) =5.
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Respuesta.- Utilizando la parte (a), se tiene

/01 xf"(2x) dx = 3/02 xf"(x) dx.
Entonces, usamos la integracién por partes con
Uu=x = du=dx
do=f"(x)dx = v=f(x).

Por lo tanto,

%/xf”(x)dx = (xf’ /f )
= LRF) - f@)+£(0)]

(10-3+1)

I
N =

21. a) Si¢" es continua y no nula en [4, b], y si existe una constante m > 0 tal que ¢’(t) > m para todo ¢
en [a,b], usar el teorema 5.5 para demostrar que

/bsencp(t) dt ‘ < %

[Indicacién: Multiplicar y dividir el integrando por ¢’ (t).]

Demostracién.- Ya que ¢/(t) > m > 0 para todo t € [a,b], podemos dividir por ¢'(t) de donde

obtenemos
/senq) dt' ‘/ sen<p )dt‘
a

Entonces, para aplicar el segundo teorema de valor medio para integrales (Teorema 5.5, Tom Apos-
tol) se define las funciones siguientes

f(8) = = yg(t) = ¢'(t) sen ().

1
¢'(t)
La funcién g es continua, ya que sen¢(t) es una composicion de funciones continuas (sabemos
que ¢(t) es continua ya que es derivable) y ¢/(t) es continua (es derivable ya que ¢" (t) existe y
es continua). Entonces el producto de la funcién continua también es continuo, lo que establece
que g es continua. También sabemos que f cumple las condiciones del teorema, puesto que tiene
derivada dada por

Esta derivada es continua en [a,b], pues ¢”(t) y ¢(t) son continuas y ¢'(t) no es cero. Ademas,
¢"(x) # 0 € [a,b]. Recordemos por el teorema de Bolzano que una funcién continua que cambia
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de signo debe tener un cero. Por lo que podemos aplicar el segundo teorema de valor medio:

b ¢'(t)seng(t) I N R L sen 1 b sen
[ OO g | [ wsengtt) o+ s [ sengto)

c b
< l/ ¢ (t) sen ¢(t) dt+l/ ¢ (t) sen ¢(t) dt‘
m Ja m Jc
1 ‘ 1 ’
< _ i
< ( m)COS(P(t)a + ( m>c05<p(t)c
Luego, por la desigualdad triangular
| 2 2
< |l —=+|—=
m m
2 2
= ——f——
m - m
_ 4
=

b) Sia > 0, demostrar que | [ sen (#2) dt| < 2 para todo x > a.

Demostracién.- Sea ¢(t) = t2, por la parte (a) se tiene

Por lo tanto, ¢ () es continua y no cambia de signo. Ademads, ¢’ > m = 2a donde a es una
constante con2a > 0 = a > 0. Asi,

/x sen (tz) dt

<4 2 todox > a
— = - ara todo .
— 2a a P

5.11 Ejercicios de repaso
1. Sea f un polinomio tal que f(0) = 1y sea g(x) = x"f(x). Calcular g(0),¢'(0),...,£"(0).
Respuesta.- Usando la regla de la cadena, se tiene
§'(x) = nmx"7lf(x)+x"f(x)
§'(x) = n(n—Dx"2f(x) + 202 f (x) 2 ()
$O) = nln= 1= 205G + (5o = 0270+ (Tt L) 0 )
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) = nlr= 1= 2)(n =34 x) + (3 )nln = =207 () + (3 )t = 121
()t o

Vemos que se cumple un patrén, por lo que podemos generalizarde la siguente manera:

gMW(x) = n!f(x)+< " )rll:xf’(x)—k<ni2)x2f”(x)+...+(z> (nilz)!xnzfnz(x)

n—1

n n! n—1¢(n-1) n g(n)
+ (1>(n_1)!x f (x) +x" U (x).
Luego, usando estd formula para calcular g(0),'(0),...,¢" (0) se tiene
§0) = g'0)=...=g"10)=0

g"(0) = n!f(0) =n'

2. Hallar un polinomio P de grado < 5 tal que P(0) = 1, P(1) =2, P/(0) = P”(0) = P'(1) = P"(1) = 0.
Respuesta.- Como debe ser un polinomio de grado < 5 podemos escribir:
P(x) = asx’® + agx* 4+ a3x® + a®x* + a1x + ag

donde cualquiera de las a; podria ser 0. Ya que podriamos tener un polinomio de grado menor a 5.
En primer lugar, apliquemos la condicion P(0) = 1 para obtener

P(0) = ap = 1.

Reemplazando esta condiciéon en P(x) y derivando, tenemos

P(x) = asx®+apx* +azxd +a’x® +ajx+1
P'(x) = bBasx* 4 4ayx® + 3a3x? + 2a%°x +aq
P'(x) = 20asx3+ 12a4x% + 6azx + 2a°.

Luego, podemos aplicar las condiciones P'(0) y P”(0) = 0, obteniendo
PO = a = 0
P'(0) = 2a, = O.
Asi, tenemos ag = 1y a; = a, = 0 de donde
P(x) = asx® 4+ a*x* +a3x® + 1.
Después, necesitamos usar las otras tres condiciones dadas,
P(1)=2 = as+a*+a3=1
P'(1)=0 = 5a5+4a*+3a>=0
P’(1) =0 = 20as+ 12a* +6a® = 0.
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Por la primera ecuacioén se tiene

as — 1- as — as
Reemplazando esta ecuacion en la segunda

Sa5 +4a4+3(1—a4—as)=0 = 2a5+a,+3=0

= a4 = —3—2as.

Introduciendo ahora nuestras expresiones para a3 y 44 en la tercera ecuacion tenemos
20a5 +12(—3 —2a5) +6[1 — (=3 —2a5) —as] = a5 =6.

Luego,

a, = —15
a3 = 10

Ahora que hemos calculado todas las constantes a;, podemos escribir la férmula del polinomio

P(x) = 6x° — 15x* +10x% + 1.

3. Si f(x) = cosxy g(x) = senx, demostrar que
0 (x) = L ) (x) = 1
fU(x) = cos x—l—Enn y g (x) =sen x—l—inn .
Demostracion.- Utilizaremos la prueba por induccién. Para n = 1 tenemos

f'(x) = —senx = cos <x+ ;n> ,  §(x) =cosx=sen (x+ ;n> .

Estas igualdades se deducen de las correlaciones del seno y el coseno (Teorema 2.3 parte (d) en la
pagina 96 de Apostol). Por tanto, las férmulas son verdaderas para el caso n = 1. Supongamos
entonces que son verdaderas para algin n = k € Z*. Para f(x) tenemos

) =[]

[cos (x + ;kn) ]/

= —sen <x + ;kn>

= cos |:(X—|— ;kn) + ;n}

= cos {x+ ;(k+1)7r] .

De las misma forma para g(x)
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¢ = [fFw)
= {sen (x + ;kn)]/
cos (x + ;kn)
sen [(x + ;kn) + ;n}

= sen {x+ ;(k+1)n] .

Por lo tanto, el teorema se sigue por induccién para todos los ntimeros enteros positivos.

4. Sih(x) = f(x)g(x), demostrar que la derivada n-ésima de / viene dada por la férmula
n
B (x) = <”> (6) o18) (1),
(=1 ()50

en donde (};) representa el coeficiente binomial. Esta es la llamada férmula de Leibniz.

Demostracién.- La prueba es por induccion. Sean h(x) = f(x)g(x) y n = 1. Usemos la regla de
la cadena, se tiene

’ _ / / _ L (1 (k) (1-k)
W) = F0) () + £ (0g(0) = 1 ()9 09 o)
k=0

Por lo que la férmula es cierta para n = 1. Suponiendo que es verdad para n = m € Z*. Entonces,
consideremos la (m + 1) derivada de la siguiente forma:

RO (x) = [mm) (x)}

Il
NgE

|
T
o
| — |
/N
> 3
'
=Y
=z
OQ/\
i
=z
—
=
SN—
—_

Aqui utilizamos la linealidad de la derivada para diferenciar término a término sobre esta suma finita.
Esta propiedad se estableci6 en el Teorema 4.1 (i) y en los comentarios que siguen al teorema. Luego,
aplicamos la regla del producto,

k=0
= (" (k+1) (m—k) - (m (k) (m—k+1)
¥ (50w + 1 () s
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donde hemos reindexado la primera suma desde k = 1 a m + 1 en lugar de k = 0 para m. Entonces,
sacamos el término k = m + 1 de la primera suma y el término de la segunda,

= f(m+1 )+ Z( ) )g(m k+1 (x) + i (T)f(k)(x)g(m—kﬂ)( )+ f(x)g m+1( )

k=0

= FOr) (0)g(x) + F(x) gD (x) + Z K )(’Zﬂ FE) (2)gm=HH1) (5

=0

Recordemos, la ley de triangulo de Pascal

)G =0")

Por lo tanto,

= F s+ 05w+ 3 () (§) ] @

m+1
=% (") )t

k=0

Por lo tanto, la férmula es vélida para m + 1 si es valida para m.

5. Dadas las funciones f y g cuyas derivadas [’ y ¢’ satisfacen las ecuaciones

flx)=g(x), §'(x)=—f(x), f(0)=0, g(0)=1,

para todo x en un cierto intervalo abierto | que contiene el 0. Por ejemplo, esas ecuaciones se satisfacen
cuando f(x) = senxy g(x) = cosx.

a) Demostrar que f2(x) + ¢%(x) = 1 para todo x de J.

Demostracién.- Primero probaremos que f2(x) + ¢%(x) = c para alguna constante, y luego pro-
baremos que esa constante es 1. Para demostrar f2 + g2 es constante tomemos la derivada, como

sigue
[P0 +g2x)] = [P)] + 8]

= 2f(x)f'(x) +28(x)g' (x)
= 2f(x)g(x) —28(x)f(x)
= 0.

esto, para todo x € J; por lo tanto, por el teorema 4.7 c en Tom Apostol, tenemos que f2(x) +
¢%(x) = ¢, x € I para algtina constante c. Después, por hipétesis, vemos que 0 € ] de donde,

f2(0)+g*0)=0+1=1.
Asi, f2(x) + ¢*(x) = 1 para todo x € .
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b)

Sean F y G otro par de funciones que satisfagan (5.30). Demostrar que F(x) = f(x) y G(x) = g(x),
para todo x de J.

Demostraciéon.- Sea,

que implica
W (x) = 2[F(x) = f(0)] [F'(x) = f'(0)] +2[G(x) = g(x)] [G'(x) = &' (x)] -
luego, usando las relaciones de la hipétesis
W(x) = 2[F(x) = fO)][F'(x) = f'(x)] + 2[F(x) = f'(0)] [f (x) = F(x)]
= 2[F(x) - f)] [F(x) — £/ (x)] = 2[E(x) = f()] [F'(x) = f' ()]
= 0.

para algtna cosntante c. Entonces, para (0), usando las

para todo x € J. Por lo tanto, h(x) = ¢
= G(0) = 1, tenemos

relaciones f(0) = F(0) =0y g(0)
h(0) = ¢

= 0.

Asi, h(x) = 0 para todo x € J. Luego, como es una suma de cuadrados (que deben ser no nega-
tivos), tenemos que h(x) = 0 si, y s6lo si

F(x)~ f(x) =0 y G(x)-g(x) =0

para todo x € J. Concluimos que

F(x) = f(x) y G(x)=g).

¢Qué maés se puede decir acerca de las funciones f y g que satisfacen (5.30)?.

Respuesta.- Dado que hemos establecido que senx y cos x satisfacen estas propiedades y que
cualquier funcién que satisfaga estas propiedades es tinica, podemos concluir que senx y cos x
son las tinicas funciones que satisfacen las propiedades dadas.

6. Una funcién f, definida para todo ntimero real positivo, satisface la ecuacién f (x?) = x> para cada
x > 0. Determinar f'(4).

Respuesta.- Tomemos la derivada de ambos lados de la ecuacién dada, usando la regla de la cadena.

= 2xf’ (x?) =3x2
= f(x?) =:x
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Asumiendo que x es un ntiimero no negativo. Entonces,

f@=r(22)= % 2=3.

7. Una funcién g definida para todo nimero real positivo satisface las dos condiciones siguientes: g(1) =
1y g (x?) = x® para todo x > 0. Calcular g(4).

Respuesta.- Primero multipliquemos la ecuacién dada, por 2x.

g (x2> =x> = 2xg <x2> = 2%,
Donde, ,
JU) =[g(x)] =2xg (x?).

Asi, podemos integrar ambos lados de la ecuacion,

2xg’ (x) =224 = /ng’ (xz) dx = /2x4 dx

= [[s(#)] ax=22+c

Ya que, g(1) = 1. Entonces

De donde,

8. Demostrar que

X
/ sen! dt > 0 para todo x > 0.
o t+1

Demostracion.- Recordemos el segundo teorema de valor medio para las integrales (Teorema 5.5).
Para una funcién continua g en el intervalo [4,b]. Si f tiene derivadas continuas el cual nunca cam-
bian de signo, en dicho intervalo, entonces existe un ¢ € [a,b] tal que

b

b C
| F)g() dx = fla) [ g(x) dx+ £(0) [ g(x) a

1
Apliquemos ahora lo dicho con g(t) = senty f(t) = T Ya que sent es continuo para todo los
reales, es continuo para el intervalo [4, x]. De donde,
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es continua para todo t # —1, y por ende continuo para todo ¢ > 0. Ademds, ya que (1 +#)? > 0 para
todo t > 0, tenemos que f’(t) < 0 para todo t > 0. Por lo tanto, f'(¢) es continua y nunca cambia de
signo en el intervalo [0, x]. Asi, podemos aplicar el teorema de valor medio; Existe un ¢ € [0, x| para
cualquier x > 0 tal que

X 1 d 1 c d 1 X d
— tdt = —— tdt + —— tdt
/0 <1+t>sen 1_H)/Osen +1+1/C sen
X

Cc

= (—cost)| + %(fcost)

0 c

=1 c—i—l c 1 X
= cos 2cos 2cos

1
= 1- i(cosc%—cosx).

Pero como cos x < 1 para todo x, sabemos que ¢ + cos x < 2 para cualesquier c y x. Por lo tanto,

* sent 1
—dt=1—- = > 0.
/0 1+td 2(C05x+cosx)_0

9. Sean C; y C; dos curvas que pasan por el origen tal como se indica en la figura 5.2. Una curva C se
dice que biseca en area la region C; y Cy, si para cada punto P de C las dos regiones A y B sombreadas
en la figura, tienen la misma 4rea. Determinar la curva superior C;, sabiendo que la curva bisectriz C

. - 2 e . - 1,
tiene de ecuacién y = x* y que la curva inferior C; tiene de ecuacién y = 7%

Respuesta.- Primero, calculemos el drea A dada por:

t Fa2

5 x
xdx—/—dx

/o 0o 2

I
< ~
7N

=

N

|
M| R,
N———

Y

=

a5

Ahora, supongamos que la ecuacién para C; es de la forma kx? para k € R*. Entonces, encontremos
el 4rea de la region B, encontrando el drea de las curvas C y C; en terminos de y, de la siguiente
manera:

C:y:x2 = x=./y

1
C:y=k? = x=-—./1.
21y \/,;\/?
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Por lo que, integrando de 0 a #2. En 4rea de B es dado por:

[a)e - (i

o2 28
3 3vk
Ahora, igualamos las areas de las regiones, de la siguiente manera:
S U T
6 3 3vk 6 3 3vk
. 2 1!
3vk
= 4=3Vk
16
= k=—.
9
Por lo tanto, la ecuacion de C; es
16,
y - 9 4

10. Una funcién f estd definida para todo x como sigue:

flx) =

x2 si x esracional
0 si xesirracional.

Péngase Q(h) = % sih # 0.
a) Demostrar que Q(h) — 0 cuando i — 0.
Demostracion.- Sea € > 0. Entonces, elijamos 0 < é = €. Por lo que si
lh—0l<dé = |h<é

tenemos 0y
h
h —_— = i
‘Q()—O‘—{ 7 |n| si heQqQ,

h 0 si he R—Q.

Asi, encontramos un ¢ > 0 tal que ngh) ‘ < € cuando |h — 0| < 4. Por lo tanto,
lim % =0.
h—0 h
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b) Demostrar que f tiene derivada en 0, y calcular f/(0).

Demostracién.- Para mostrar que f tiene una derivada en 0 debemos demostrar el limite:

oo FO+1) = £(0)
h

h—0

existe. Notenemos que f(0) = 0, ya que 0> = 0. Entonces por la parte (a),

o f) = 5(©)
h—0 h

N ()

= T

= 0.

11. /(2 + 3x) sen 5x dx.

Respuesta.- Sea,
/(2 + 3x) sen(5x) dx = 2/sen(5x) dx + /xsen(Sx) dx.

Luego,
u=>5x = du=>5dx
Entonces,
2/sen(5x) dx = %/senu du
2
= 3 cosu +C
2
= —3 cos(5x) + C.
Después,
u=x = du=dx
1
dv=sen(5x) dx = v= — cos(5x)
Entonces,

3/xsen(5x) dx = 3/u dv

= 3(uv—/vdu>

X 1
= 3 (—5 cos(5x) + 75 sen(5x)> +C

4 3x
= 3 sen(5x) — 5 cos(5x) + C.
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Por lo tanto,

/(2 + 3x) sen(5x) dx = —% cos(5x) + 24—5 sen(5x) — %x cos(5x) + C.

12. /x\/l + x2 dx.

Respuesta.- Sea,
u=1+x> = du=2xdx

Entonces,

/x\/1+x2dx = %/\/ﬂdu

13. / x—l dx.

Respuesta.- Sea,
Luego,

Asf, por el teorema de sustitucion para integrales tenemos
1 9 1 /0
/ x(xz—l) dx = f/ u’ du
2 2J3

_ (1)
o2\100 |,

30

20°

1 2x+3
14. ——d
/o (6x+7)3 *

Respuesta.- Primero, transformemos la integral de la siguiente manera:

/1 2x+3 P 6x+9
0 (6x+7)3 N 3 (6x +7)3
6x +7
= S ———d
3 6x+7)3 x+3/0 Gx 177
- / o)y o
18 6x+7 9 6x+7
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Ahora, usando la integracién por partes,

u=6x+7 = du==6;dx.

Y por el teorema de sustitucion para integrales tenemos

u(0)=7 y u(l)=13.

Por lo tanto,

2x+3
(6x+7)3

/

37

15. /x4 (1 +x5)5 dx.

Respuesta.- Utilizando la integraciéon por partes,

u=1+=x"

/x4 (1+x5>5 dx

=

Entonces,

1
16. / x*(1— %) dx.
0

Respuesta.- Primero, sustituimosu =1 —xy du =
de la siguiente manera:

u(0)=1y

398

1 (11
5w
1
18
i
18
L
18

13
du+é/7 %dx
13>+1<1
. 9 u?

13
y
8 14

49_169>

1

u

_u4l
2

8281°

du = 5x* dx.

1 4 5\°
g/Sx (1+x> dx
%/u5du

1/1 ¢

s (5%)

1
—(1+x°)°.
30(+Jc)

—dx para luego aplicar la integracién por partes,

u(l) =0.
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Entonces,
1 0
/ H1-x)Pdx = / —(1—u)*u® du
0 1

1
= / (1 —u)*u® du.
Jo
De donde,

(1—u)y?® = u® (1 — 4u 4 6u® — 4ud + u4) = u?* — 4u® - 6u* — 4 + u®.

Por lo tanto,

1 1

/ 1—w)u®du = / u?* — 4u® + 6u* — 4 +u* du
0 0

B w2 oy N 6u23 222 N u21 1

25 6 23 11 21 /|,

_ 1l 1.6 2 1
T 25 6 23 11 21

1
265650

2 1
17. / x ?sen - dx.
1 2
Respuesta.- Utilizando la integraciéon por partes,

Y luego, utilizando el teorema de sustitucion para integrales,

w(1) =1 vy u(2):%.

Entonces,

2 1 1
/ izsen <> dx = —/2 senu du
1 X X 1
1
= /15enudu

2

2
= (—cosu)

1

1
= = —cos .
COs 3 CcOos
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18. / x sen x2 cos x% dx.

Respuesta.- Primero observemos la derivada siguiente:

1
—.
4(x — 1)1

(-1 =

Entonces,

I = X — % #senx— % X.
/sen(x—l) dx—/[él( 1) (4(9(_1)2 (x—1) )1 d

Ahora, aplicamos la integracién por partes,
t:(x—l)% = dt=———=dx.
Dandonos,

/sen(x - 1)% dx = /4t3 sent dt.

Por el ejercicio 6 de la seccién 5.8, notemos que

/x3senx dx = —x3cosx + 3x?senx + 6xcosx — 7senx + C.

De donde tenemos
/41‘3 sent dt = 4/t3 sent dt

= 4(—t>cost+3t>sent+ 6tcost — 6sent) +C

Después, ya que t = (x — 1)1, entonces

Nl
e
-

4[—(9(—1)%}cos(x—l)%+3(x—1) sen(x—l)%+6(x—1) cos(x — 1) —6sen(x—1)%+C.

19. / x sen x? cos x? dx.
Respuesta.- Apliquemos la integracién por partes,
u=x> — du=2xdx

Entonces,

/xsen (xz) cos (xz) dx = %/Senucosu du.

Por el hecho de que sen(2u) = 2sen u cos u se tiene,
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1 1
3 /senucosu du = 1 sen(2u) du.

Por lo que sustituyendo f = 2u = dt = 2 du se tiene,

1 s 17
1/ sen(2u) du = §/ sent dt
1
= —(—cost)+C
8
_ ~ cos(2u) LC
8
Ya que, cos(2u) = 1 — 2sen? u, entonces
_ cos(2u) tC = 2sen’u — 1 LC
8 8
2
sen” u
= 1 8¢
2
sen” u
— c’
1 +
1 2,2 /
= gsen x-+C.

20. / V/1 + 3cos? xsen 2x dx.

Respuesta.- Apliquemos la integracion por partes. Recordemos la identidad trigonometrica sen(2x) =
2 sen x cos x. Entonces,

1
/\/1 + 3 cos? xsen(2x) dx — [utdu

I
|
—~
—_
+
w
(@)
o}
2]
N
=
S~—
NI
+
@

2 —4
21. Demostrar que el valor de la integral / 375x° (x2 + 1) dx es 2" para un cierto entero 7.
J0

Demostracion.- Aplicando la integracion por partes, tenemos

u=x>+1 = du=2xdxr.
Luego, utilizando el teorema de sustitucién para integrales
u(0)=1 y u(2)=>=5.
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Por lo tanto,

2 —4 375 [? —4
5 (.2 _ 9o 4(.2
/0375x (x —l—l) dx = 7/ X (x —l—l) dx
5
= % A (u—1)>u"*du
375 5(u2—2u+1)
= — —— | du
2 ut
375

51 51 51
a2 | M”)

Donde n = 5.

1 3
22. Determinar un par de nameros a4 y b para los cuales / (ax+b) (x243x+2) 2 dx = >
0

Respuesta.- Aplicando la integracion por partes, tenemos
u=x>4+3x+2 = du=2x+3dx

Para ello necesitamos que ax + b en el numerador del integrando sea 2x + 3. Supongamos que hay
alguna constante que podemos multiplicar por tal que c(ax + b) = 2x + 3. Entonces tenemos

1/1—2x+3 dx = /u(l)idu
cJo (x243x+2)° u

Por lo tanto,

O N
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1 n
23. Sea I, = / (1 — xz) dx. Demostrar que (2n + 1)1, = 2nl,_1, y utilizar esta relacion para I, I3, I

J0
615.

Demostracion.- Aplicando la integracién por partes, tenemos
u=(1-x2)" = du=-2xn(l- xz)"fl dx
dv=dx = v=nx

Entonces,

In:/ol(l—xz)n dx = (uv—/vdu)

1

1

0

e [ (1)

= [ 212" &

= [ (114 2) (1)
=) e [(1-0) (1) e

= 2nl,_1 —2nl,.

= x(l—xz)n

De donde,
(2n+1)I, =2nl, 4.

Ahora, evaluemos I, I, 14 e I5. Para ello comencemos evaluando I; de la siguiente manera:

1

1 3
_ o g (o] 22
11—/0 (1 x)dx—(x 3)0—3
Aplicando (2n +1)I, = 2nl,_1, para I, tenemos
2-241)hb=2-2, = 5hL=5.2 = L=
2= 1 2=9"3 2= 15
Para I5:
16
713 = 61 = Iz3=—.
3 2 3= 35
Para Iy:
128
I, =8I L = —.
91 815 = 4 315

Y finalmente para Is:
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256

115 =10l; = I[5= @

X
24. Sea F(m,n) = / t"(14t)" dt, m > 0, n > 0. Demostrar que
0

(m+1)F(m,n) +nF(m+1,1n—1) = ™11+ x)".

Utilizar este resultado para calcular F(10,2).

Demostracién.- Aplicando la integracién por partes, tenemos

w)(1+8)" = du=n(l1+t)""1dt

thrl
do=t"dt = v= .
m-+1
Entonces,
X
F(m,n) = /t’"(l—l—t)”dt
0
. X
= (uv—/vdu)
. 0
xmH1 x n x
_ 14x) — /tm+11 £ dt
LGl R ) S G
xm+l n
= 1 n_ ___F 1,n—1).
w1 ) g Fm A Ln—=1)
Multiplicando por m + 1,

(m+1)F(m,n) = x"H(1+x)" —nF(m+1,n—-1)
= (m+1)F(mn)+nF(m+1,n—1)=x"(1+x)"

Luego, calculamos F(10,2). Para ello primero calculamos F(11,1):

X
F(11,1) = / (1 +1t) at

0
X

- / (t“+t12) dt
0

B x12 N t13

12 13

Asi,
x12 t13
11F(11,2) + 2F(11,1) = "' (1 + x)> = 11F(10,2) +2 (12 + 13) = x13 4 2x12 4 411

113 11!z

= 11F(10,2) = — + —— +x
x13 x12 xll
F(10,2) = — 4+ — + —
= F(10,2) 13+ g +11
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/4
25. Sea f(n) = / x dx donde n > 1. Demostrar que
0

@ f(n+1) < f(n).

Demostracién.- Consideremos f (1) — f(n — 1). De donde,
f(n)—f(n—1) = /Ztan"x dx — /6 tan" 1 x dx
0 0

i
= / (tan”x—tan”Jrl x) dx
0

/4 tan” x (1 —tanx) dx.
0
ys
Notemos que este resultado es mayor que 0, yaque 0 < tanx < 1para0 < x < T Por lo tanto,

fn) =fn+1) >0 = f(n)> f(n+1).

(b) f(n)+f(n—2):ﬁ sin>2.

Demostracién.- Recordemos que tan? x + 1 = sec? x y que la derivada de tan x es sec? x, de donde

fO)+fn-2) = /Ztan”xdxﬂ—/ztan"_zxdx
0 0

= /4 (tan” x + tan 2 x) dx
0

= /Z tan" 2 x (tan2 X+ 1) dx
0

T

3 _
= / tan” 2 x sen? x dx.
0

Aplicando la integral por partes,

u=tanx = du=sen?xdx.

Entonces,

T

fn)+f(n-2) = /0Z tan" 2 x sen® x dx

! 2
= /u”* du
0

un—l 1
- n—l‘o
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1 1 .
(C) m < 2f(1’l) < m sin > 2.

Demostracién.- Por la parte (a) se tiene f(n +1) < f(n), de donde f(n) < f(n —1) < f(n —2).
Asi,

f(n) + f(n=2) >2f(n).

Por la parte (b) sabemos que f(n) + f(n —2) = L Por lo tanto,

n—1
1
2f(n) < T
Para la desigualdad de la derecha usamos de nuevo la desigualdad de la parte (a), f(n +2) <
fn+1) < fln) y,
f(n+2) + f(n) <2f(n).
1 1
is 1 2 = = . Del
Usando una vez mds la parte (b) sabemos que f(n +2) + f(n) =1 ntd e lo que,
1
p—— < 2f(n).
Concluimos que,
1 1

2 _
n+1 < f(n)<n—1

26. Calcular f(0), sabiendo que f(71) =2y que /Oﬂ [f(x) + f"(x)] senx dx = 5.

Respuesta.- Primero, usando la linealidad de la integral, tenemos que

/Oﬂ [f(x) + f"(x)] senx dx = /Onf(x) senx dx + /Onf”(x) senx dx = 5.

Luego, usaremos dos veces la integracion por partes, para obtener una expresién para la primera inte-
gral en términos de f(x) (y resultard que las integrales con f”(x) se cancelaran, lo que nos permitird
resolver este problema). Para la primera integracién por partes, sea

u=f(x) = du=f(x)
dv=senxdx = ©v= —cosx.

Entonces,

/Onf(x)senx dx = —f(x)cosx

:+/()nf’(x)cosxdx
= [f(m)+ f(0)] +./O7Tf0(X) cos x dx

= 2+ f(0) —i—/onf’(x) cos x dx
Después, evaluamos la integral fon cos x dx. De donde,
u=flx) = du=f"(x)
dv=cosxdx = v=sinx.
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Entonces,

z+f(o)+/0”f’(x)cosxdx — 24 £(0) + f/(x) senx

T T
—/ f"(x)senx dx
o Jo0

— 24 f(0)+ /Oﬂf”(x) senx dx.

Finalmente, volviendo a introducir, en nuestra expresién original, concluimos que

5 = /(:Tf(x)senxdx—l—/;f"(x)senxdx

= 2+f(0)—/Onf”(x)senxdx—i—/onf”(x)senx dx
= 2+ £(0).

Por lo tanto,

27. Designar por A el valor de la integral
T cosx
[ g
0 (x+2)
Y calcular la siguiente integral en funcién de A:

dx.

/”/2 Sen x cos x
0 x+1

Respuesta.- Comencemos con la expresion para A integrando por partes:

u=cosx = du=—senxdx
1 1
dv= ———=dx = = — .
T a2z ™ T T2
Entonces,
T cosx cosx | T sen x
A:/ T ondx = — —/ dx
0o (x+2) x+2), Jo x+2

_ 1 +1 _/”senxdx
o T4+2 2 0 x+2

1 1 "3 sen(2x)
— (1 —")-2
(2+n+2> /o 22

Usando la propiedad de expansién y contraccion de la integral (teorema 1.19), tenemos
1 1 7 2senxcosx
= |(z4+——=) -2 —d
<2+n+2> /0 2x+1)

B 1+ 1 _2/75 Sen X cos x Jdx
To\2 w42 0 x+1 )

Resolviendo para la integral en términos de A, se tiene
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a+bx dx
28./ dx:2m+a/7+c.
x xva+ bx
Respuesta.- Multipliquemos el numerador y el denominador de la integral por v/a + bx, de donde
/ a—l—bxdx _ a+ bx Jx
X xva+ bx

/ L [
J xva+bx xva+ bx

va+ bx xva+bx
Usando la integral por partes, tenemos

u=a+bx = du=2b.

De donde,

[ = [t
x = u u
a—+ bx

2yu+C

= 2va+bx+C.

2 3
n n 3/2 _ n—1 _v
29./x \/ax+bdxf7a(2n 3 x"(ax + D) nb/x \/ax—i—bdx]—i—C(n# 2).

Respuesta.- Usando la integral por partes, tenemos

u=x" = du=nx""1dx

NI

2
dv=+vax+b = v—s—a(ax+b).

Entonces,

/x"\/ax—i-bdx = uv—/vdu

2 e} 2 [ (e

= 3¢ (ax +b)2 3a/x (ax + )2 dx
2 3 27’1 n—1

= —x"(ax+b)2 —=— [ x""“(ax+b)Vax + b dx
3a 3a

= gx”(ax—kb)%—Z—n/(ax”\/ax—H?erx”’l ax—i—b) dx
3a 3a

= B%x”(ax—l—b)%—z?n/x”m——z;b x"Wax + b dx.
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Luego, resolviendo la igualdad, se tiene

2nb
gx" (ux+b)% - % X" Wax +bdx

<1—>/ "Vax +bdx

3 b
Zn;_3/x”\/ax+bdx = %x” (ax—i—b)g—Z; X"Wax +bdx

2x" (ax + b)% 2nb 1
n _ _ n
/x vax+bdx = (21 +3) 220 +3) /x vax +bdx

/x”\/ax+bdx 2 x”(ax—f—b%—nb/ "1ax +b dx>
a(2n +3)

x™ 2 xm—1 1
30. /7dx:7 x"va -+ bx — ma dx}ntC(m —).
rERT: <zm+1>b[ NrEar: 77

Respuesta.- Usando la integral por partes, tenemos

u=x" = du=mx"1dx

1 2
dv= ———dx = v=-+a+bx.
Va + bx b

Entonces,

/ oy d
X = uo — v du
va+ bx /

= %\/aerxxm—sz/xm_l\/aerx dx

2x™ xm—1 (a+ bx)
= —+a+bx— / dx
b va+ bx

2x™ 2ma
= pvatbx /

xm
2/ d
m "] Varex

Luego, resolviendo la igualdad, se tiene

(2m+1)/ al dx 2— Va+bx Zma/
NZENT: b m

xﬂ’l
dx = xmy/a+ bx —ma +C.
NrEar: T ( Vit by m )
31./de:_ V”x+b_1_ (2n -3 / dx + C(n # 1).
x"/ax+b (n—1)bx" (2n—2)b J xn— 1m

Respuesta.- Empecemos desarrollando la integral

dx
/ =1ax+b
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Integrando por partes, tenemos

1 2
dv= ——dx = v=—+vax+b.
Vax+b b

Entonces,

/dix = uv—/vdu

x"1yax+b

2vax+b n—1)/\/ax+bd
n xl’l

axn—1

2v/ax +b n 2(n—1) I (ax+D)

dx

ax"1 a x"\/ax +b
2v/ax+Db

dx 2b(n —1) / dx

= _— 2 —1 .
- 20 )/x’“l\/ax—kb+ a x"ax+b

axn—1

Luego, resolviendo la igualdad, se tiene

2b(n—1) f dx B dx ~ 2Vax+b _2(n—1) /
a J o x=1\ax+b x"1\/ax +b axn—1 :
2b(n—1) [ dx _ 2vax+b (21 _3)/ dx

a xax+b  ax"1 x"—1ax+b

dx i  Vax+b  (2n-3 /
x"/ax+b (n—1)bx"=1  (2n—2)bJ xn-1 /ax+

dx
x"1ax+b

cos™ x cos™ 1 x m—1 [ cos™ 2
32. / / dx + C(m # n).
sen” x (m —n)sen" 1x to—n) sewx P (m 7 1)

Respuesta.- Por el ejercicio 19 la la seccién 5.10, se tiene

m—1

/‘ cos"t1l x lcosx m [ cos
sen+1 x nsen"x nJ sen"lx

Aplicando este resultado y reemplazando m + 1 por m y n 4 1 por n, obtenemos

/ cos™ x 1 cos™lx m—1 fcos"™ lx p
x = - . _ x
sen” x n—1 sen"1lx n—-1,) sen"2x
1 cos™ 1x m—1 [cos"™ 2xsen?x J
= — . — X
n—1 sen"1x n-1 sen” x
1 cos™'x m—1 [cos" 2x(1—cos®x) P
pr— —_ . - x
n—1 sen"lx n-1 sen” x
cos™ 1y m—1 [cos™ 2x m—1 [ cos™x
= - -~ dx +
(n—1)sen”lx n-1 sen’ x n—1.J sen"x
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De donde,
m—1 cos™ x cos™1x m—1 [cos™ 2x
1-— dx = — T~ dx
n—1 sen” x (n—1)sen*~lx n-1 sen” x
n—m [ cos™x B cos™ 1y m—1 [cos™ 2x
n—1J sen"x (n—1)sen*1x n—-1/ sen"x
/ cos x J cos™ 1 x m—n+2 / cos™ 2 x J
—dx = - - x
sen” x (n—m)sen*1x n—m sen” x
/ cos™ x cos™ 1x m—n+2 / cos™ 2 x p
- — — X
sen’ x (m—mn)sen1x m—n sen’t x
m m+1 m
cos™ x cos X m—n+2 cos™ x
3. [ dr= - S [ dx+Cln£1).
sen” x (n—1)sen*~1x n—1 J sen"?x
Respuesta.- Podemos reescribir la integral como
cos™ x cos"2x 5
——dx = | ————sec” x dx.
sen’ x sen” x
Entonces, integrando por partes, obtenemos
cos" 2 x —(m +2) cos"™ ! xsen 1 x — nsen" ! x cos™ 3
U= —— du = 5 x
sen’” x sen<" x
—(m +2) cos™*! xsen? x — x cos" 3 x
= x
sen’*+1 x
(m+2) cos™t1 x cos™t3
= —\m —
sen—1 x sen+1 x
dv=sec?xdx = v = tanx
Entonces,
cos™ x cos"2x 5
— = sec” x dx
sen’ x sen’ x
= uv-— /v du
m—+1 m m+2
cos x cos™ x cos X
= 1 + (m+2)/ —(m+2) P 7 dx
sen”—1x sen2 x sen
cos™t1 x cos™ x cos"t2 x
= ——=—4(m+2) | ———dx—n | ———dx
sen ' x sen’4 x sen”
m+1 . m m 2
cos X cos™ x cos” x(1 —sen” x
= 71+(m+2)/72dx—n/ ( )dx
sen"~ ! x sen’4 x sen” x
cos™t1 x " cos™ x " cos™ x " cos™ x
= 71—!-(171—!—2) 72dx—n ———dx—n 72dx.
sen ! x sen"4 x sen’” x J sen"“x
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De donde,
cos™ x cos™t1 x cos™ x
1- dx = — 2—n / —dx
(1—=n) / sen”x ¥ sen1x + (m + ) sen" 2 x
cos™ x cos™t1l x m—n+2 [ cos™x
dx = — — / dx+C(n#1
/ sen’ x (n—1)sen"lx n—1 semn—2x X (n#1)

34. a) Encontrar un polinomio P(x) tal que P’(x) — 3P(x) = 4 — 5x + 3x2. Demostrar que existe una sola
solucién.

Demostracion.- Sea

n n n—1
P(x) = Y e = P(x)= Y c(k)x* 1= Y (k+1)cp g2
k=0 k=0 k=0
Por lo que,
n—1 n
P'(x) =3P(x) = Y (k+1)cppx¥—3Y cpa”
k=0 k=0
n—1
= Y [(k+1)cky1 — 3cx] xF — 3cpx.
k=0
Luego, igualando a 4 — 5x + 3x2, se tiene
n—1
Y [(k+1)ckir — 3ck] xF — 3¢, x" = 4 — 5x 4 32,
k=0
Pero, esto implica que n = 2y ¢ = —1, ya que —3c;x" es el tinico termino x” de la izquierda (si
n > 2 entonces no podriamos tener x> la mayor potencia de x a la derecha). Por lo tanto, P(x) es
un polinomio de grado y con c; = —1, y asi

2

P(x) =cpcrx —x* = P'(x) =c; —2x.

De donde,
P'(x) —3P(x) =4—5x+3x> = ¢ —2x — 3¢y — 3c1x + 3x? = 4 — 5x + 3x?

= (c1—3¢p) — (2+3c1)x =4 —5x

De esta manera tenemos las ecuaciones

c1—3cg=4 'y 2+3c; =5.

Lo que determina de manera tinica ¢y y ¢y,

c1=1, ¢9g=-1.

De lo que concluimos que existe un tinico P(x) que satisface la ecuacién
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P(x) = —1+x—x%

b) Si Q(x) es un polinomio dado, demostrar que existe uno y s6lo un polinomio P(x) tal que P’(x) —

3P(x) = Q(x).

Demostracion.- Sea Q(x) un polinomio dado y supongamos que existe dos polinomios P (x) y
Py(x) tal que

P'(x) - 3P(x) = Q(x) y R'(x)-3R(x) = Q(x).
Esto implica que

[P'(x) = R'(x)] =3[P(x) = R(x)] = Q(x) = [P(x) —R(x)]' =3[P(x) — R(x)] = 0.

Ahora, si P(x) — R(x) # 0, entonces es de grado n para algunos n > 1. Sabemos que su derivada
tiene grado n — 1 (Apostol, pag 166). Se sigue que

[P(x) = R(x)]" = 3[P(x) = R(x)]

tiene grado 1 (dado que el coeficiente de x" en [P(x) — R(x)]’ es cero, ya que es de gradon — 1y
el coeficiente de 3 [P(x) — R(x)] es distinto de cero, ya que tiene grado n). Pero sabemos que esta
diferencia es 0, lo que significa que no puede tener un grado n para algtin n > 1. Por lo tanto,
debemos tener

P(x) —R(x) =0 o P(x)=r(x).

35. Una sucesion de polinomios (llamados polinomios de Bernoulli) se define por induccién como sigue:

a) Determinar férmulas explicitas para P; (x), P(x), ..., P5(x).
Respuesta.- Comencemos con la condicion inicial Py(x) = 1. El cual nos da
Pl(x)=1-Py(x)=1 = Py(x)= / dx = x+Cy.

Ahora, usando la condicién para encontrar Cy, se tiene

1

1
fol(x—i—Cl)dx:O = <2x2+C1x> =0
0
o =i
1= =5
De donde,

1
P =x— =.
1(x) = x 3

Luego, usando la expresion para P; (x), tenemos

1
Pj(x) :Z(x—z) =2x—1 = P(x)=x>-x+0C,.
Usando la condicién para encontrar C,, obtenemos
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1 1 1
2 _ 22 _
/()(x x+C2> dx=0 = 3 2—|—C2 0
1
De donde,
Pz(x)zxz—x%—%.

Después, usando la expresion para P»(x),

Pé(x):3<x2—x+é> :3x2—3x+% = P3(x):x3—gx2+%x+c3.

Usando la condicién para encontrar C, se tiene

1 3 1 1 1 1
3 2
b - dx = 4 4Cy=
/O<x 2x +2x+C3) x=0 = 1 211 C3=0
= C3=0.
Asi,
3 1
_ 3 Y2 -
P3(x) =x 7% +2x

Luego, utilizando la expresién para P3(x), tenemos

1
Pi(x) =4 <x3 - gxz + zx) =4 —6x® +2x = Py(x)=x* -2+ 24+ Cy

Usando la condicién para encontrar Cy,

1 1 3 1
4 53, .2 _ 22,7 -
/O(x 2:% 4+ x +C4) dx=0 = -S4z +Ci=0
1

De donde,

1
P _ 4_23 2 ]
4 (x) = x x° +x 30

Finalmente, usando la expresioén para Py(x), tenemos

1 1
Pi(x)=5 (x4 —2x3 a2 — 30) =5x* —10x° +5x° = DPs(x) =2 — gx4 + gx3 — 6x+C5.

Usando la condicién para encontrar Cs,

1 5 5 1 1 1 5 1
/0 (x Sxt+3x 6x+C5> dx=c—s+5-;TG=0 = C=0
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b)

<)

d)

Por lo tanto,

Demostrar, por induccién, que P, (x) es un polinomio en x de grado 1, siendo el término de mayor
grado x;.

Demostraciéon.- En la parte (a) demostramos paran = 0, 1,2, 3,4, 5. Supongamos que la afirmacién
es cierta para algtin entero positivo m; es decir,

m—1
Pu(x) = x"+ Y ok,
k=0

Entonces, por la definicién de polinomios de Bernoulli, tenemos

m—1 m—1
P q(x)=(m+1) <xm +) akxk> = (m+1)x"+ Y bk,
k=0 k=0

donde by = (m + 1)ag parak =1,...,m — 1. Ahora, tomando la integral de esta expresion

Puia() = [

Por lo tanto, la afirmacién es cierta para el caso m + 1. Asi, lo serd para todo entero positivo #.

m—1 m
b
k _ +1 k  k+1
(m—l-l)xm—l—kzzo byx 1 dx = x" +k§:Ok+1x

Demostrar que P, (0) = P,(1) sin > 2.

Demostracién.- A partir de la propiedad integral en la definicién de los polinomios de Bernoulli
sabemos que paran > 1,

1 1
/ Py(x)dx=0 = / (n+1)P,(x) dx =0.
0 Jo

Entonces, usando la primera parte de la defincion se tiene P

h41(x) = (n+1)Py(x); Por lo tanto,

0= /Ol(n—l—l)Pn(X) dx = /01 p7/1+1(x) dx = P, 1(1) — P, 1(0).

Pyi1(1) = Pyy(0).

Demostrar que Py (x + 1) — Py(x) = nx"lsin > 1.

Demostracién.- Demostraremos por induccién. Para n = 1 tenemos

1 1
P(x)=x—= y P(x+1)=x+-.
2 2
De donde,
Pl(x—i-l) —Pl(x) =1
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Ya que nx"~! = 1-x0 = 1, la ecuacién de diferencia enunciada es vélida para n = 1. Supong-
amos entonces que la afirmacién es vdlida para algtin ntimero entero positivo m. Entonces, por el
teorema fundamental del calculo, tenemos

Py (x / (m+1)/0 Po(t) dt.
Asi,

Pir(x+1) = Pyis(x) = (m+1) -/OXHPm(t) at— [ Patt) dt}

= (m+1) / Py (¢ dt+/ )dt—/(;me(t)dt}

— (m41) _0+/0me(1‘+1) dt—/lem(t) dt}

= ) [ [ (B 1) — Bt ]

= (m+1)x™

Por lo tanto, la afirmacién es valida para m + 1. Asi, lo sera para todo entero positivo .

e) Demostrar que para n < 2 tenemos

2” _/k n d :Pn+1(k21__|_113n+1(0)_

Demostracién.- Sea k un entero positivo. Primero, usando la definicién de los polinomios de
Bernoulli, tenemos

k ko1 ,
A Pn(x) dx - /0 mPnJrl(x) dx

Puy1(k) = Ppya(0)
n+1 '
Ahora, queremos expresar el numerador como una suma telescépica y utilizar la parte (d),

Pyi1(k) — P, 1(0) = 2 a1 (7 — Py (t)]

k—1
= (n+1))
r=1
Por lo tanto,
kzl—/kp(x)d _PH+1(k) Pﬂ-‘rl(o)
= o " n+1
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f) Demostrar que P, (1 — x) = (—=1)"Py(x) sin > 1.

Demostracion.-

1
g) Demostrar que Ps,11(0) =0y Ppy—q (2> =0sin>1.

Demostracion.-
36. Suponiendo que |f”(x)| < m para cada x en el intervalo [0,4], y que f toma su mayor valor en
un punto interno de este interval, demostrar que |f'(0)| + |f'(a)| < am. Puede ponerse que f” sea

continua en [0, a]. Demostracién.- Ya que f(x) alcanza su méaximo en el intervalo (0, a), sabemos que
hay algun ¢ € (0,a) tal que f'(c) = 0. De donde,

/0 " () dx = /0 “F(x) dx+ / ") dx.

Evaluando estas integrales por separado, se tiene, por el primer teorema fundamental del célculo,

| @ ax=fFo==f© = 1£©=|[ fx)d

Ahora, utilizamos el limite f”(x) < m para todo x € [0, 4],

o) =| [ 7 e

" "
g/ |f”(x)|dx§/ m dx = mc.
Jo Jo

Luego, evaluamos la segunda integral,

[ ) =@ - £0) = 7).

Y asi,

@) =| [ dx

a

< [ 1)l dx < mla—c).
c

Por lo tanto,

1 (0)] +1f (a)| < mc+m(a—c)=ma.
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6

Funcién Logaritmo, funcién exponencial y
funciones trigonométricas inversas

6.2 definicién de logaritmo natural como integral

Una ecuacién tal como
flxy) = f(x) + f(y)

que expresa una relacion entre los valores de una funcién en dos o mas puntos se denomina ecuacién
funcional. Una solucion de f(xy) = f(x) + f(y) es la funcién que es cero en todo el eje real; y ademds
es la tnica solucién que estd definida para todos los ntimeros reales. En efecto: sea f una funcién que
satisfaga la ecuacién funcional, si 0 pertenece al dominio de f se puede poner y = 0 obteniéndose
f(0) = f(x) + f(0) lo que implica f(x) = 0 para cada x en el dominio de f. Dicho de otra forma, si
0 pertenece al dominio de f, f ha de ser idénticamente nula. Por tanto, una solucién no idénticamente
nula no puede estar definida en 0.

Si f es una solucién de f(xy) = f(x) + f(y) y el dominio de f contiene el punto 1, se puede poner
x =y =1y seobtiene f(1) = 2f(1) de donde

F(1) = 0.

Si ambos 1 y —1 pertenecen al dominio de f se puede tomar x = —1 e y = —1 de donde se deduce
f(1) = 2f(—1) es decir f(—1) = 0. Si ahora, x, —x, 1, —1 pertenecen al dominio de f se puede poner
y = —1 obteniéndose f(—x) = f(—1) + f(x), y puesto que f(—1) = 0 se tiene

f(=x) = f(x).
Es decir, toda solucién de f(xy) = f(x) + f(y) es necesariamente una funcién par.

Supoéngase ahora, que f tiene una derivada f'(x) en cada x # 0. Dejando fijo en f(xy) = f(x)+ f(y) y
derivando con respecto a x (aplicando en el primer miembro la regla de la cadena) se tiene:

yf'(xy) = f'(x).

Six =1, de esta ecuacién se deduce yf’(y) = f/(1). Por tanto:

fy) = f(yl) para cada y # 0.

La derivada es monétona e integrable en cada intervalo cerrado que no contenga el origen. Ademads,
f' es continua en cada uno de estos intervalo y se puede aplicar el segundo teorema fundamental del
célculo:

Fx) = fle) = / TR dE= F(1) % at.
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Si x > 0, esta ecuacion es valida para cada positivo ¢ > 0, y si es x < 0 es vdlida para cada ¢ negativo.
Puesto que f(1) = 0, eligiendo ¢ = 1 se tiene

f(x):f’(l)/lx%dt si x>0

Si x es negativa, —x es positiva y puesto que f(x) = f(—x) se tiene:

—x1
Fx) = £1(1) / it si ¥ <o,
1
Estas dos formulas se puede unir en una sola:

x[ 1

f(x):f’(l)./l St s x£0.

En consecuencia, si existe una solucién de f(xy) = f(x) + f(y) que tiene una derivada en cada punto

x # 0 esta solucién ha de venir dada necesariamente por la férmula integral de f(x) = f'(1) fl‘xl 1 at.
Si f/(1) = 0 entonces f(x) = 0 para cada x # 0 y esta solucion coincide con la idénticamente nula. Por
tanto, si f no es idénticamente nula ha de ser f/'(1) # 0, en cuyo caso se pueden dividir ambos miembros
por f'(1) obteniéndose

||
g(x):/lx%dt si x #0.

donde g(x) = f(x)/f'(1). La funcién g es también una solucion de f(xy) = f(x) — f(y), puesto que si f
es solucién también lo es cf. Esto demuestra que si tiene una solucién que no es la idénticamente nula, y
si esta funcién es derivable en todos los puntos, excepto en el origen, entonces la funcién f es una solu-
cién, y todas las soluciones pueden obtenerse de estar multiplicando g por una constante conveniente.

Dos ntimeros distintos tendrfan un mismo logaritmo, puesto que la funcién g tendria la propiedad:
g(x) = g(—x). En atencién a consideraciones que posteriormente se haran, es preferible definir el logar-
itmo de manera que dos ntimeros distintos no tengan el mismo logaritmo, lo cual se logra definiendo el
logaritmo s6lo para los ntimeros positivos. Por tanto, se tomara la siguiente definicién.

6.3 Definicién de logaritmo. Propiedades fundamentales

Si x es un nuimero real positivo, definamos el logaritmo natural de x, designando provisionalmente por

L(x), como la integral
"X 1

L(x) :/ — dt.

1t

Cuando x > 1, L(x) puede interpretarse geométricamente como el drea de la regién sombreada.

La funcién logaritmo tiene las propiedades siguientes:

a) L(1) = 0.
b) L'(x) = % para todo x > 0.

c) L(ab) = L(a) + L(b) paratodoa > 0,b > 0.
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Demostracién.- La parte a) se deduce inmediatamente de la definicién. Para demostrar b), observamos
simplemente que L es una integral indefinida de una funcién continua y apliquemos el primer teorema
fundamental del Célculo. La propiedad c) es consecuencia de la propiedad aditiva de la integral. Escrib-

amos
ab dt a dt ab dt ab qt
wary = [C 5= [T+ [T =@ [T
a

En la dltima integral hemos hecho la sustitucién u = t/a, du = dt/a, y encontramos que la integral se
deduce a L(b), lo que demuestra c). [

6.4 Gréfica del logaritmo natural

La derivada segunda es L”(x) = —1/x? que es negativa para todo x, por lo que L es una funcién céncava.

6.5 Consecuencias de la ecuacién funcional L(ab) = L(a) + L(b)

La funcién no estd acotada superiormente; esto es, para todo nimero positivo M (por grande que sea)
existen valores de x tales que
L(x) > M.

Podemos deducirlo de la ecuacién funcional. Cuando @ = b, tenemos L ( ) = 2L(a). Utilizando la
ecuacién funcional una vez més poniendo b = a?, obtenemos L (a ) 3L(a). Por 1nducc1on encon-
tramos la férmula general

L(a") =nL(a)

para cualquier entero n > 1. Cuando a = 2, se obtiene L (2"") = nL(2), y por tanto resulta

M
L(2") cuando n > )"
Esto demuestra la afirmacion

L(x) > M.

Tomando b = 1/4a en la ecuacién funcional, encontramos L(1/a) = —L(a). En particular, cuando a = 2",
habiendo elegido n como en L(x) > M, se tiene

L (21n> = —L(2") < —M,

lo que indica que tampoco existe cota inferior para los valores de la funcién.

Para cada numero real b existe exactamente un nimero real positivo x cuyo logaritmo, L(a), es igual a b.

Demostracion.- Sib > 0, elegimos un entero cualquiera n > b/L(2). Entonces, en virtud de L(x) > M,
L (2") > b. Seguidamente examinamos la funcién L en el intervalo cerrado [1,2"]. Su valor en el extremo
izquierdo es L(1) = 0, y en el extremo derecho es L(2"). Puesto que 0 < b < L (2"), el teorema del valor
intermedio para funciones continuas (teorema 3.8, seccién 3.10) asegura la existencia por lo menos de un
a tal que L(a) = b. No puede existir otro valor a’ tal que L (a’) = b porque esto significaria L(a) = L (a)
para a # a’, y esto contradice la propiedad de crecimiento del logaritmo. Por consiguiente la proposi-
cién L(a) = bha sido demostrada para b > 0. La demostracion para b negativo es consecuencia de esa si
utilizamos la igualdad L(1/a) = —L(a). [
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En particular, existe un tinico ntimero cuyo logaritmo natural es igual a 1. Este ntimero, al igual que T,
se encuentra tan repetidamente en férmulas matematicas que es inevitable el adoptar para él un simbolo
especial. Este ntimero es e.

Designamos por e el niimero para el que
L(e) =1.

Los logaritmos naturales se denomina también logaritmos neperianos. En honor al inventor, Juan Neper
(1550-1617). Es frecuente en la practica utilizar los simbolos In x o log x en vez de L(x) para designar el
logaritmo de x.

6.6 Logaritmos referidos a un base positiva b # 1

En la seccién 6.2 se vio que la funcién f mds general derivable en el eje real, que satisface la ecuacién
funcional f(xy) = f(x) + f(y) estd por la férmula

f(x) =clogx,

donde c es una constante. Para cada c esta f(x) se denominara el logaritmo de x asociado a ¢, y como
es evidente, su valor no serd necesariamente el mismo que el logaritmo natural de x. Sic = 0, f es
idénticamente nulo y este caso carece de interés. Si ¢ # 0 se indicaré de otra forma la dependencia de f
y ¢ introduciendo el concepto de base de logaritmos.

De f(x) = clogx se deduce que cuando ¢ # 0 existe un nimero real tnico b > 0 tal que f(b) = 1.
Esta b esté relacionada con ¢ por medio de la igualdad clogh = 1; como b # 1 es c = 1/logb, lo que
expresamos como

_ logx

~ logh’

f(x)

Para esta eleccion de ¢ se dice que f(x) es el logaritmo de x en base b y se escribe log,, x en vez de f(x).

Sib>0,b#1,ysix > 0,ellogaritmo de x en base b es el niumero
_ logx
log, x = logb’

donde los logaritmos del segundo miembro son logaritmos naturales.

Obsérvese que log, b = 1. Si b = e se tiene log, x = log x, es decir, los logaritmos naturales son los que
tienen de base e. Puesto que los logaritmos de base e son los més frecuentemente usando en matematicas,
la palabra logaritmo indica casi siempre el logaritmo natural.

6.7 Foérmulas de derivacién e integraciéon en las que intervienen logaritmos

Puesto que la derivada del logaritmo viene dada por la férmula Dlogx = 1/x para x > 0, se tiene la
férmula de integracién

/% dx = log(x) + C.
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Adn mas general, si u = f(x), siendo f una funcién con derivada continua, se tiene

/d?u =logu+C o /j}((;c)) dx = log f(x) + C.
para u o f(x) positiva.

Afortunadamente, es facil extender el campo de validez de etas férmulas de manera que pueden apli-
carse para funciones que sean positivas o negativas, pero no cero. Se introduce simplemente una nueva
funcién Lj definida para todos los ntimeros reales x # 0 por la ecuacién:

x| 1
Lo(x) = log |x| = /1 n dt.

Puesto que log |xy| = log(|x||y|) = log |x| +1og |y|, la funcién L satisface también la ecuacién funcional
bésica; es decir, se tiene:
Lo(xy) = Lo(x) + Lo(y)

para x e y reales cualesquiera distintos de cero. Para x > 0 se tiene Lj(x) = 1/x ya que Lo(x) para x
positivo es lo mismo que log(x). La férmula de la derivada vale también para x < 0 puesto que en este
caso Lo(x) = L(—x) y por tanto Ly(x) = —L'(—x) = —1/(—x) = 1/x. De aqui resulta

1
Li(x) = L Ppara todo valor real x # 0.

Por tanto, si en las férmulas de integracién precedentes se pone Ly en vez de L, se puede extender su
alcance a funciones que toman valores tanto negativos como positivos. Por ejemplo

/dzu:logu—}—c o /J;((;C)) dx =log f(x)+C.

se puede generalizar como sigue:

/dju =log |u| +C, /J;((;C)) dx =log|f(x)|+C.

Evidentemente, cuando se aplique junto con el segundo teorema funda- mental del Calculo para calcular
una integral indefinida no se pueden tomar intervalos que incluyan puntos en los que u o f(x) sean cero.
Una de las propiedades mds notables de la funcién exponencial es la férmula

E'(x) = E(x),
que nos dice que la funcién es su propia derivada.
Supongamos f(x) = a* para x > 0. Segtn la definicién de a*, podemos escribir
f(x) = e¥1°87 = E(xloga);
luego en virtud de la regla de cadena, encontramos
f'(x) = E'(xloga) -loga = E(xloga) - loga = a* loga.

Dicho de otro modo, la derivacién de a* multiplica simplemente a* por el factor constante log a, siendo
este factor 1 cuando a = e. Por ejemplo E’(x) = E(x) da como resultado

/exdx:ex—i-C,

en tanto que f'(x) = a*loga conduce a la férmula més general

X
/axdx:k?ga+c (a>0,a#1).
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Sustituimos x en [ e* dx = ¢* 4+ C, y la ecuaci6n anterior por u obteniendo

u

/e“du:e”+C, /a”du: +Cla>0,a#1),

loga
donde u representa cualquier funcién con derivada continua. Si escribimos u = f(x),y fu = f'(x) dx,

las férmulas anteriores se convierten En

af®)
loga

/ f ()l (x) dx = /™) 1 C, / /O f(x) dx = 1 +C(a >0,

siendo la segunda integral valida paraa > 0,a # 1.

3
Integrar / x2e* dx.

Respuesta.- Sea u = x3. Entonces, fu = 3x? dx y se obtiene

2 x3 _1/3{3 2 _1/14 _lxz’
/xe dxf3 e’ (3x clx)f3 e dxfBe +C.

[ |
Integrar / log(x) dx.
Respuestas.- Sea u = log(x), dv = dx. Entonces, du = dx/x, v = x, y obtenemos
/log(x) dx = /u dv = uv — /vdu = xlog(x) — /x% dx = xlog(x) —x+C.
[ |

6.8 Derivacién logaritmica

El método fue desarrollado en 1697 por Johann Bernoulli (1667-1748) y su fundamento es una hébil apli-
caciéon de la regla de la cadena.

Supoéngase que se forma la funcién compuesta de Ly con una funcién derivable cualquier f(x); es decir,
8(x) = Lo [f(x)] = log |f(x)]|

para todo x tal que f(x) # 0. La regla de la cadena aplica junto con L{(x) = %, x # 0 conduce a la

férmula
)
fx)

Si la derivada f'(x) se puede calcular de otra forma, entonces se puede obtener f'(x) = g(x) - f(x).

Calcular f(x) si f(x) = x?cos x (1 + x*) 7.
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Respuesta.- Se toma el logaritmo del valor absoluto de f(x) y luego se deriva.

Sea pues
gx) = logl|f(x)]
= logx?+log|cosx| +log (1+x4)77
= 2logx +log|cosx|—7log (1+ x*)

Derivando g(x) con respecto a x se obtiene

g'(x) )

2  senx 28x3

x cosx (14+x%)

Multiplicando ambos miembros por f(x) tenemos

2Xx Cos x x2 sen x 28x°
! _ _ _
flx) = 7 7 7
(1+ x%) (1+x4) (1+ x%)

6.9 Ejercicios

X
1. a) Hallar todos los valores de c tales que log x = c + / t~! dt para todo x > 0.
e

Respuesta.- Resolvamos de la siguiente manera:
1
log(x) =c —i—/ n dt = log(x) =c+log(x)—log(c)
c
= log(x) =c+log(x) —1
= c=1

b) Sea f(x) =log[(1+ x)/(1 —x)]six > 0. Siay bsonnameros dados, siendo ab # —1, hallar todos
los x tales que f(x) = f(a) + f(b).

Respuesta.- Resolvamos de la siguiente manera:

f) =@ +£6) = tog (155 ) =tog (154 ) +1og (175 )
= s (15) = s [y
1+x  (1+a)(1+D)

(
1-x (1—-a)(1-0)
b

- a-—+
 14ab

2. En cada caso, hallar un x real que satisfaga la igualdad dada,

425



6.9. Ejercicios Chapter 6. Funcién Logaritmo, funcién...

(a) log(1+ x) =log(1 — x).

Respuesta.- Calculemos de la siguiente manera:

log(14+x)=1log(l—x) = 14+x=1-—x

= x=0.

(b) log(1+x) =1+1log(1—x).

Respuesta.- Calculemos de la siguiente manera:

log(1+x)=1+1log(l—x) = log<1+x> =1

1—x
14+ x
= =e
1—x
x_e—l
T e+1°

(c) 2log(x) = xlog(2), x # 2.

Respuesta.- Calculemos de la siguiente manera:

2log(x) = xlog(2), x #2 = log(x?) = log(2")

(d) log (vVx++vx+1) =1.
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Respuesta.- Calculemos de la siguiente manera:

log (VX+vx+l) =1 = Jx+V/x+l=c¢
= x—(x+1)=e(vVx—Vx+1)

= Vx+ —\/E:%
S (VIFT-VE) + (VAT T-VA) = +e

1
= 2Vxftl=e+-

1
= Vx+1= ¢ + —
2 2
SO . -
4 4e2 2
I Gat i
X=
3. Sea f(x) = %. Describir los intervalos en los que f es creciente, decreciente, convexa y céncava.
Esbozar la gréfica de f.
Respuesta.- Tomemos primero la segunda derivada de f:
_ log(x)
) = &
1—log(x)
1 —
fla) = 1
2log(x) —3
() gi 3)

Se sigue que,

f'(x) >0 para 0<x<e

f'(x) <0 para x>e.
Esto significa que f es es creciente en 0 < x < ey decreciente en x > e.

Luego se tiene,

f"(x) <0 para 0<x<Ved
f’(x) >0 para x> Ve
Lo que significa que f es céncavaen 0 < x < Ved y convexa en x > Ved.
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-0.2

—04

En los ejercicios 4 al 14, hallar la derivada f'(x). En cada caso, la funcién f se supone definida para todo
x real para los que la féormula dada para f(x) tiene sentido.

4. f(x) =log (1+x2).

Respuesta.- Usando la regla de la cadena tenemos que,

2x

2=
* 1+ x2

fl(x) = T+.2°
5. f(x) =log (\/1+x2).

Respuesta.- Usando la regla de la cadena tenemos que,

1= (grea) (ra) 00 1w

6. f(x) =log (ﬂ)

Respuesta.- Usando la regla de la cadena tenemos que,

7. f(x) = log (log(x)).
Respuesta.- Usando la regla de la cadena tenemos que,

1 1 1

T log(x) x  xlog(x)’

f(x)

8. f(x) = log (x?log(x)).
Respuesta.- Usando la regla de la cadena y la regla del producto tenemos que,
1 2 1

f(x) = [leolg(x)} [2xlog(x) + x| = x21(>1g(x) -2xlog(x) + xlog(x)  x + xlog(x)’
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6.9. Ejercicios

x2—1

9. f(x) = }Llog (sz

)

Respuesta.- Usando la regla de la cadena y la regla del cociente tenemos que,

f'(x)

10. f(x) = (x + V1 +x2)"

1

4

2x 2x
-1 x241

(
il
il

x4 -1

)

2x(x% +1) — 2x(x2 — 1)
(2 -1)(x2+1)

|

2x3 + 2x — 223 + 2x
(x2—-1)(x2+1)

Respuesta.- Tomando el logaritmo del valor absoluto de la funcién dada tenemos que,

g(x) = log|f(x)|
= |n|10g‘(x+ \/1+x2)‘.
Derivando ¢'(x),
/
v F®)
g'(x) )
(o) ()
X+ V14 x2 1+ x2
B n
it
Ahora, multiplicando ¢’ (x) por f(x) tenemos que,
.f’(x) n . 7)"
05 = i (VIR
/ n(x—i-\/l—i—xz)n
FO = =
11. f(x) =vx+1—log(l+ vx+1).
Respuesta.- Usando la regla de la cadena,
1 1 1

f'(x)

2V/x+1 14+x+1 2v/x+1

1<1_1>

2vx+1 1+vVx+1
1

2(1+vVx+1)
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12. f(x) = xlog (x+\/1+x2) — V14 x2

Respuesta.- Usnaod la regla de la cadena y la regla del producto tenemos que,

fl(x) = log(x—i—m)—k(

X X X
- 1_|_ >_
x+\/1—|—x2>< V14 x2 V14 x2

x x
= log(x+VvV1+x2)+ —
g( ) VI+x2 V142

= log<x+m).

13. f(x) = ! lo (ﬁ—i—x\/E).

2v/ab Vva—xvb

Respuesta.- Usando la regla de la cadena y la regla del cociente tenemos que,

1 (ﬁ_x\/g) \/E(\/E—x\/g>+\/5<\/ﬁ+x\/5)

PO vm v (Vi - b
_ 1 2v/ab
2vab (\/ﬁ—i- xﬁ) (\/E— x\/E)
1
= o

14. f(x) = x [sen(log x) — cos(log x)].

Respuesta.- Usando la regla de la cadena y la regla del producto tenemos que,

cos(log x) L sen(log x)

f'(x) = [sen(logx) — cos(logx)] +x )

= 2sen(logx).

15. f(x) = log, e.
Respuesta.- Por definicién de logaritmo en base x tenemos que,

loge
logx’

f(x) =log, e =

De donde, el logaritmo de ¢ es la constante 1, por lo tanto

1
~ logx’

f(x)
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Luego, usando la regla del cociente tenemos que,

fllx) = :

En los ejercicios 16 al 26, calcular las integrales.

dx
16. .
/ 2+ 3x

Respuesta.-

1 17 3 1
4 :7/751 = “log|2+3x| +C.
/2+3x ¥ =3 3yas W= glogl2 43+

17. /10g2(x) dx.
Respuesta.- Usando la integracién por partes,

2log(x) gx

u=(loglx|)? = du= ;

dv=dx = v=x.

Notemos por el ejemplo 6.2 de,
/‘log(x) dx = xlog|x| —x + C.

Por lo tanto,

/(logx)zdx = /udv

= uv—/.vdu
= x(log|x|)2—/210gx dx

= x(log|x|)?> —2(xlog|x| — x) +C

= x(log|x|)? — 2xlog |x| + 2x +c.

18. /xlog(x) dx.

Respuesta.- Usando la integracién por partes,
1
u=loglx| = du= ;dx

2

dvo=xdx = UZ%.
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Por lo tanto,
/xlogxdx = /udv

= wv—vdu
= %leog|x|—%/xdx

= %xz log |x| — %sz +C.

19. /xlogz(x) dx.

Respuesta.- Usando la integraciéon por partes,

u=log?(x) = du:ﬂoif(x)dx

x2
dv=xdx = v=—.

2
/xlogz(x) = /udv
= uv—/vdu

1
= Exz log?(x) —/xlog(x) dx.

Entonces,

Por el ejercicio anterior,
1 1,
/xlog(x) dx = ;log |x| — 2% +C.

Por lo tanto,
/xlogz(x) dx = %xz log?(x) — /xlog(x) dx

_ Yoo (L 1o
= 3% log”(x) (x210g|x| 4x>+C.

-1
20. / A
o 1+t
Respuesta.- Usando la integracién por partes,

u=1+t = du=dt

Entonces,
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Ahora, ajustaremos los limites integrales calculando el limite de la funciénent =0y t = ¢ — 1.

u = 1+t
= 140
= 1.

u = 1+t
1+e3—1

Por lo tanto,

-1 1 e 1
/ — 4t = / 2 du
0 1+t 1 U

= [log([u])]

e3

0

e3

= [log(|1 +¢])]

0
= log (|e*[) —log (|1])
= 3log(le])

= 3

21. /cot(x) dx.

Respuesta.- Reescribiendo la integral se tiene,

CcoS X
/cotx dx = / dx.
senx

Luego, usando la sustituciéon u = sen x y du = cos x dx. Entonces,

CoS x
/cotxdx = / dx
sen x

/ldu
u

= log|u|+C

= log|senx|+C.

22. /x” log(ax) dx.
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Respuesta.- Usando la integracién por partes,

u=1log(ax) = du= % dx

Paan
— 4 — / —
dv=x"dx = v= pay sin # —1.
Entonces,
/x” log(ax)dx = [udo
= uv—/v du
-1
= 110g|ax| i X" dx
-1 xh+1
= —1 - C
— og |ax| 1) +
Ahora para el caso de n = —1 se tiene

/x" log(ax) dx = /% dx.

Ya que, L dx es la derivada de log(ax), podemos sustituir # = log(ax) y du = L dx. Por lo que,
que, ) p g y X q

/@dx = /udu

2

u
= 5 +C
_ loglax)? ,
2
23. /xz log?(x) dx.
Respuesta.- Usando la integracién por partes,
u=1log?(x) = du= Zlog(x) loi(x)
3
dv=x*dx = v:%.

Entonces,

/leogzxdx = /udv
= uv—/vdu

= L2 L2 2
= ¥ log” |x| 3/xlog(x)dx
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Por el anterior ejercicio, sabemos que paran # —1,

xn-l—l

n — —
/x log(ax) dx = log |ax]| 12 +C.

Ya que, queremos evaluar la intergal de x? log x, podemos sustituir 7 = 2y a = 1. Por lo que,

3 3
/xZIngdx: %10g2|x| —%—i—C

Por lo tanto,
21,2 L 37002 22
/x log”xdx = 3 log —|x]—§fx log x dx
1, 2 (3 x3
= 3 log|x|—3(3logx—9>+c
= flog |x|——log|x|——+C

x3 ) 2 2
- (1 — 2 ) yc
3 <0g |x] 30g|x|—|—9>+C

dx
24 / xlog(x)’

Respuesta.- Primero, separamos la integral en dos partes,

1 B 1+ log(x) —log(x)
/xlog(x) dx = / xlog(x) ax

_ /de_/ log(x) .

xlog(x) xlog(x)
_ / 1+ log / gx
B xlog(x
1+ log(x)
= [ 2T g .
/ *Tog(x) dx —log |x| +C

Luego, para la primera integral, sea u = xlog(x) por lo que du = 1+ log(x), de donde
/1+log(x) ir = /ldu
xlog(x) u
= log|u|+C
= log|xlog(x)|+C
= log|x|+log|log(x)| + C.
Por lo tanto,
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1 B 1+log(x) ,
/xlog(x) dx = / xlog(x) dx —log |x| +C

= log|x| +log|log(x)| —log|x| + C

= log|log(x)|+ C.

1—e™ —
95, / ? log(1 t).
1-—t

Respuesta.- Realizamos la sustitucién de u = log(1 —t) y du = —% dt. Donde los nuevos limites
de integracién serdn

u(0) =log(1) =0, u (1 —e—2) = log [1 - (1 - e—z)] =2

Entonces,
-2
/176 wdt _ —/72udu
0 1t 0
-2
2 0
= -2
/ _ log|x|
x/1+log x|’

Respuesta.- Usando la sustitucién por partes,

u=1+logl|x| = du:%dx

Entonces,

log | x| u—1
JR T S
xy/1+ log |x| Vu

NI
NI

(1+1log|x[)z2 —2(1+1log|x|)2 +

(1+1log|x|)2 (1+1log|x| —3)+C

WIN WIN WIDN

v/ 1+1og|x| (log|x| —2) +C.
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27. Deducir la férmula recurrente

. m+1 n
/xm log" (x) dx = o ml-?-gl () _ mil /xm log"!(x) dx

y utilizarla para integral / x3log®(x) dx.

Demostracion.- Aplicando la integral por partes,

1 n—1
u=log"x = du_xogx T dx
xm+1
dv=x"dx = v=
m+1
Entonces,
/x”log"xdx = /udv
= uv—/vdu
m+1 n—1
_ X lognx_L/xmﬂxlmsixdx
m—+1 m—+1 X
xm+1 n n m n—1
= m+1log Y- X log" ™" x dx.

Ahora, para la integral / x?1log® x dx tenemos

3 s 3 [ 31,52
/x3log xdxzzlog |x|—1/x log” x dx.

28. a) Six > 0, sea f(x) = x — 1 —log(x), g(x) = log(x) — 1+ 1. Examinar los signos de f’y ¢’ para

demostrar que las desigualdades
1
1—; <log(x) <x—1

son vélidas para x > 0, x # 1. Cuando x = 1, se convierten en igualdades.

Demostraciéon.- Primero derivemos fy g,

, _ 1

fle) = 1-1

) 1 1 1 1
g(x) = x_1+x2:x(l_x>

Luego, examinemos los signos de f’ y de ¢’
fl(x)>0 = x>1

flx)<0 = 0<x<1
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Por lo tanto, la funcién tiene un minimo en x = 1. Es decir,
f1)=1-1-0=0.
Lo que significa que f(x) > Oparax > 0y x # 1. Asi,

x—1 > log(x).

gx)>0 = x>1
gx)<0 = 0<x<1l
Lo que g tiene un minimo en x = 1. Ya que,
gl)y=0-1+1=0.

Esto significa que g(x) > 0 para x > 0y x # 1. Por lo tanto,
1-— 1 < log(x)
x LY.
De donde conlcluimos que

1—%<log(x)<x—1 para x>0yx #1.

b) Trazar las graficas de las funciones A y B definidas por las igualdades A(x) = x—1yB(x) =1—1
para x > 0, e interpretar geométricamente las desigualdades de la parte a).

Respuesta.-

f(x)

Las desigualdades en la parte a) implican que la gréfica de log(x) debe estar estrictamente entre
las graficas de A(x) y B(x), con log(1) = 0.

29. Demostrar que
im 08 +2) _

x—0 X

con los dos métodos siguientes:
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a) Utilizando la definicién de la derivida L'(1).

Respuesta.- Por el teorema 6.1b, sabemos que

1
L'(x) = - para todo x > 0,

es L'(1) = 1. Ahora, por la definicion de la derivada, tenemos
. +h) — f(x)
!/ — 1 f(x .
fix) = lim == ———
Ya que x > 0 se tiene L(x) = log x, de donde

L(x+h) — L(x)

. log(x +h) —log(x
o OB log(x)

Evaluando en x = 1, obtenemos

log(1+ h) —log(1)

1=0/(1) = limy -

log(1+ h)
h

= limj

De esta manera, ya que el nombre de la variable carece de importancia,

lim log(1 +x) .
x—0 X

b) Usando el resultado del ejercicio 28.

Respuesta.- Recordemos que,

1
1—; <logx <x—1 paratodox > 0conx # 1.

Podemos ver que se cumple la inecuacién para x 4+ 1. Es decir,

1
1—m<log(x+l)<x

Luego, multiplicando por %,

1 1 1 1
— < og(x +1) <1
x  x(x+1) x
De donde,
1 1 1
gt l) g
x+1 X
Luego, ya que
. 1 .
lim, o Tox = 1, ylimy_ 01 =1
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Entonces, por el teorema 3.3 concluimos que

lim 12807 _
x—0 X

30. Sia > 0, hacer uso de la ecuacion funcional para demostrar que log (a”) = rlog(a) para todo ntimero
racional .

.y m
Demostracién.- Ya que r € Q, entonces r = — para algunos m, n € Z. Luego,
n

log(a") = log(a%)

- s [()]

= mlog (ﬁ)

- (Z)mos ()

31. Sea P = {ap,a1,a,...,4,} una particién del intervalo [1, x| donde x > 1.

a) Integrando funciones escalonadas que son constantes en los subintervalo abiertos de P deducir las
siguientes desigualdades:

n _ n _
2 (ak akl) <logx < Z (ﬂk akl) .
k=1

k=1 ay ax—1

Respuesta.- Definamos la funcién escalonada de s y t por

1

s(x) = para X € [ag_q,4ax)
ax
1

t(x) = para x € [ag_q,a).
Ak—1

Ya que % es estrictamente creciente en R, tenemos
1 +
s(x) < 7 < t(x) paratodox € R™.

Por lo tanto, usando la definicién de integracién de funciones escalonadas, como una suma

X X 1 X n n
/1 s(u) du < /1 - du < /1 tu)du = ) sp(ag —ar_q) <logx < Y ti(ay —ax_q)

k=1 k=1
n
Ay — Ap—_ Ay — Aj_
= E Tk Tkl <logx < Tk 01
a a
k=1 k k=1 k—1
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b) Dar una interpretacién geométrica mediante dreas las desigualdades de (a). Respuesta.- Estas in-
ecuaciones nos dicen que el drea bajo la curva y = % en el intervalo [1, x| se encuentra entre las

funciones escalonadas que toman los valores i y para cada x € [a_1, a).

1
A1
¢) Encontrar una particular particién para demostrar que, para cada entero n > 1 es:

=1

n n—1
Y <logn< )
k=1

k=2
Demostracién.- Para establecer estas desigualdades elegimos la particién,
P?{1,2,3,...,n} paran>1.

Entonces, aplicando la parte (a) tenemos

n _ n _
y (ﬂk ﬂkl) <logx <) <ﬂk ﬂk1>
k=1 Tk k=1

ax—1
n n
= 2—<logn<27
k=1 k=1 k-1
n 1 n—1
= k;zE<logn<k;%

Esta tltima parte se debe a que ag = 1,41 = 2, ... por lo que la suma de la izquierda comienza con
% y la suma del lado derecho sélo funciona para -1;.

32. Demostrar las siguientes férmulas de cambios de base de logaritmos.
(@) log, x = log, alog,, x.
Respuesta.- Calculemos directamente.

log x
log b

_ (logx\ (loga
~ \logb /) \loga
logalogx
logb loga

log, x

= log,alog, x.
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33.

34.

Respuesta.- Calculemos directamente.

log x
logb

~ (logx\ [logb !
~ \logb /) \loga

1

log,x =

= log,x(log,b)™

log, x

log, b’

Sabiendo que log, 10 = 2.302585, con seis cifras decimales exactas, calcular log;, e aplicando una de
las férmulas del Ejercicio 32. ;Cudntas cifras decimales exactas se puede asegurar que se han obtenido
en el resultado?. Nota: Una tabla calculada, con seis cifras decimales da el valor log;, e = 0.434294.
Respuesta.- Por el ejercicio anterior,

logpx = log, alog, x
Sean, a = ¢, x = 10 y b = 10 entonces

1

logy9 10 = (logyge) (log, 10) = logjge = 5=mce

= log;,e = 0.4342944819.

Una funcién f, continua en el eje real positivo, tiene la propiedad de que cualquiera que sean x > 0 e
y > 0, la integral

[ rwar

es independiente de x (y por tanto depende sélo de y). Si f(2) = 2, calcular el valor de la integral
A(x) = [ f(t) dt para todo x > 0.

Xy
Respuesta.- Ya que, la integral / f(t) dt es independiente de x, entonces sea x = 1 de donde,
X

[ rwar= [ ) a

Luego, dado que la integral es aditiva tenemos,

/1xyf(t) dtz/ff(t) dt+/xxyf(t) dt

De donde,
xy x Y
/1 (1) dt:/1 £(1) dt+/1 £(t) dt

Esto implica que,
A(xy) = A(x) + A(y).
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Ahora, manteniendo y fijo y diferenciando ambos lados con respecto de x, encontramos que

yA(xy) =A'(x) = Al(xy) = A'(x)

= /A’(xy) dx = / A’;x) dx

fx)
Y
Por el teorema fundamental del calculo y ya que f(2) = 2, se tiene

fen=2 = fa)=1

= flxy) =

Ademéds, dado que f(xy) = % con x = 1 nos queda

Por lo tanto,

Alx) = /1xf(t) dt = A(x) = 4/1'x S dt = 4logx.

35. Una funcién f, continua en el eje real positivo, tiene la propiedad de que
Xy x Y
/1 F(F) dt = y/l F(t) dt + x/l £(t) dt
para todo x > 0y todoy > 0. Si f(1) = 3, calcular f(x) para cada x > 0.
Respuesta.- Primero, usemos el teorema fundamental del calculo,
[T rwar=y [Crwarex [Trvar = xpt) = [CA0 de+xf).
Evaluando en y = 1 tenemos,
xf(x) = /1xf(t) dt+xf(1) = xf(x)= /1xf(t) dt + 3x.
Luego, diferenciando con respecto a x,
f(x) = /1xf(t) dt+3x = f(x)+xf'(x) = f(x) +3

= xf'(x)=3
= fl=2
= f(x) =3log(x)+C.
Finalmente, ya que f(1) = 3 se tiene,
f(1)=3log(l)+C = C=3.

Por lo tanto,
f(x) =3log(x)+3  para x > 0.
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36. Labase de un solido es el conjunto de ordenadas de una funcién f continua en el intervalo [1, a]. Todas
las secciones perpendicualres al intervalo [1,4] son cuadrados. El volumen del s¢lido es 1a° log?a —
2a®loga+ £a® — % paratodoa > 1. Calcular f(a).

Respuesta.- El volumen de un solido es igual a:

De donde,
Vo= 3@legla—gatlogat o —on = = [f(e)]
= a?log’a+ %az loga — %aZ loga — %az + ;az

= aloga

= f(a) = aloga.

6.10 Polinomios de aproximacién para el logaritmo
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