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INTRODUCCION

Este documento constituye un material de apoyo para el curso de Célculo I1I para las carreras
de Economia y Direccién Financiera en el ITAM. Contiene las soluciones detalladas del
documento de trabajo Cadlculo I1I, Cuaderno de Ejercicios, Lorena Zogaib, Departamento
de Matematicas, ITAM, agosto 1 de 2019.

Todas las soluciones fueron elaboradas por mi, sin una revisién cuidadosa, por lo que se-
guramente el lector encontrard varios errores en el camino. Esta es una transcripcién en
computadora, de mis versiones manuscritas originales. Para este fin, tuve la suerte de contar
con la colaboracién de dos estudiantes de Economia del ITAM: Angélica Martinez Leyva,
que realizé la primera transcripcién de las soluciones en Scientific WorkPlace, y Rigel Jarabo
Garcfa, que elaboré la gran mayorfa del material gréfico. Quiero expresar mi agradecimiento
a ellas, por el entusiasmo y esmero con que llevaron a cabo su trabajo.

Agradezco de antemano sus comentarios y correcciones en relacién con este material.

Lorena Zogaib
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CALCULO III
TAREA 1 - SOLUCIONES
INTEGRAL INDEFINIDA. INTEGRACION POR SUSTITUCION
(Tema 1.1)
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/(@+ln2> dv = /((6296)1/24-1112) dx

= /(ez—l—ln2) dx
= '+ (In2)z+C
= e"+rxln2+C.

2. (a) f'(z) = T + cosu.
f@) = [1r@d
= /(7x+cosx) dx
- I
(b) " (z) = 922 + 6.
@) = 1@ d
= / (92° + 62) da
= 3% 43224+ C,
f@ = [f@i
< /(3333 +32% 4+ C1) da

3
= Zx4+:r3+01x+(]2.

F@ = [

_ /(—1) da

= _x+017

fa@ = [1r@
= /(—x—l—C’l) dx

2

X
= —? +C’1I+C’2.
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(d) f"(z)=0

Fa) = [1r@a
= /de:Cl,
f@ = [ 1@
= /Cld!L’
= Cll"l'CQ
dy 1 B
3. (a) %—124— 5 y(2)—1
Se tiene
dy 1 2
y(@—/(a) dx_/(ﬁ”) dx——;+——|—C
Sabemos que
(2)—1——14—2—2—1—0 C’——1
y\e= 2779 )
Por lo tanto
oy s 1
IF= 5T Ty
d*>s 3t
—_— = — 4) =4, s (4) =
0) =2 s@=4 $@)=3
Se tiene

Sabemos que

Por lo tanto,
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/3 ) dt = /— dt = —t2+01,
/ '(t) dt / i752+C dt =
° 16 vy e

43

8(4) = 4:1_6_'_401_'_02
3
S/(4) = 3:1—642+01
Ci=0, C3=0
t3
S(t)_1—6
)

3

t
— 4+ Cit + Cs.
16+ 1t + Cy



4. Sabemos que la utilidad marginal es v’ (¢) = 100 — 2¢ y que u(10) = 700. Para
maximizar la utilidad u (¢) es necesario que v’ (¢) = 0. Entonces,

W (g)=0=100—2¢ .. q=50.
Observamos que se trata de un problema de maximizacién, ya que
u" (q) =—-2<0.

Para encontrar la utilidad méxima w,,4, debemos encontrar la funcién u (g) . Se tiene

u(q) :/u’(q) dq:/(100—2q) dq = 100q — ¢* + A.
Sabemos que
w(10) = 700 = 100 (10) — (10)*4+ A .. A= —200.
Asi, la funcién de utilidad es
u(q) = 100g — ¢* — 200.
Concluimos que la empresa maximiza su utilidad en ¢ = 50, con

Umaz = w(50) = 2,300 dolares.

5. En cada punto (z,y) de la curva y(z) la pendiente es el doble de la abscisa, esto es,

dy_

= 27.
dz v

¥

Oil.o'
R//é”x

y(x)z/(%) dx:/Qxd$:x2+C’.

La curva pasa por el punto (—1,2), de donde

De esta manera,

y(-1)=2=(-1)’+C .. C=1
Por lo tanto, la curva que buscamos es

y(r) =2® + 1.

© Lorena Zogaib



a) [1—2zdx.

Sea
u=1-2x
du = —2dzx.
Asi,
1
/\/1—2xd1‘ = ——/\/1—2x (—2dx)
= ——/fdu
= —§u3/2+0
1
= —5(1—2x)3/2+0.
y—l
\/y —2y+1
Sea
u=1y>—2y+1
du= 2y —2)dy=2(y—1)dy.
Asi,
y—1 Q- 1/ 2@-1)
VY —2y+1 VY —2y+1
_ ad
) Vu
= Vu+C
= Vy*—2y+1+C
= V-1 +C
= ly—1/+C.
r3
¢ — dr.
Sea
u=1-7r?
du = —4r3dr
Asi,

/Wg dr——z/_r dr
s T 1) e

7
= _Z —1/5 du
= C
16 +
35
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3x _d
(3x2 + 3)
Sea
u=3x%+3
du = 6x dx
Asi,

3x
/ (322 + 3)° a

Sea
u = —4x
du = —4 dx
Asi,

) [sen® (x/3)cos (x/3) dx

Sea
u = sen (z/3)
du = %cos (x/3) dx.
Asi,

/sen5 (x/3)cos (x/3) dx
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1
~1 /sen (—4x) (—4 dx)

1
— /senu du

1
- C
4cosu—|—

i cos (—4x) + C.

/ sen® (z/3) [—cos(x/?)) daz]
2
7+

%sen (x/3)+ C.



(g) [22%cos(2?) dux.

Sea
u=z>
du = 322 dx.
Asi,
/2932 cos (933) dx
1 1
h) [—cos® (=) d
(h) f 5 COs (x) x
Sea
1
U= —
T
du = —% dx.
T
Asi,

(i) [cosz+/1—2senz dz.

Sea
u=1-—2senx
du = —2cosx dx.

Asi,

/cosxmd:ﬁ _
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-2 / cos (2%) (322 dx)

2
- g/cosudu

2
= gsenu+C’

= gsen (933) +C.

3

—% / v/ 1—2senz)(—2cosz) dr

1

—5/\/ﬂdu

—u*? 4 C

(1—2senz)?+C.

Wl Wl



() [ ———— dr.
fﬁ(1+ﬁ)2
Sea
u=1+x
1
du = ——= dx.
u NG x
Asi,
_1_
/ 1L Q/M
VI (1+ z)* (1+/x)"
du
= 2=
2
= —+C
2
= - C.
1+\/E+
(k) [ 23z +2dx.
Sea
u=3x+2
du =3 dz
u— 2
T = .
3
Asi,
1
/x\/3x+2d$ = §/x\/3x+2(3dx)
1 U — 2
-5/ (57 v
1
~ e i
2 s A s
= EU T +C
2 52 4 3/2
= 45(3x—|—2) 27(3x+2) +C.
62:1:
1) f€2+€2x dx.
Sea
u=e?+e*
du = (0 + 2¢**) drx = 2e** dz
10
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Asi,

B 1/262“3dx
2 ) @242

1 [du
2] u

= 1ln|u\+C’
2

= %ln}eQ—l—ezx}jLC’

1
5 In(e? + *) + C.

1 1
(m) /gwl—l—ga@:fe‘”\/ljte_x dzx.
Sea

u=1+e€e"
du=—e " dx
Asi,

Sea
1
U= —
T
1
du = - dx
T
Asi,
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1 1
/—Ul—k—dm
ex ex

/e*“\/l +e*dx

S / VIt (e ) de
— / Vu du

—§u3/2 +C

2 3/2

-3 (1+e ™) +C.

. 1
—/21/ <_ﬁ> dZL‘
—/2“ du

__—_9u
In2 +C

1
——— ol 4 (O,
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Sea
u=In(4y/z) =Ind4+ ;Inz
du = 1 dx
2
Asi,

/m VD) 4 /2111 (4y/z) (%) da

T
= /2udu

= ¥+ C
= In? (4\/5) +C.

(0) [ (e +e)? dr = [ [ +2(e) () + (€] de = [ +2+ %] d
:f€2x dm+f2dm+fe_2x dz.

Sean

u =2 y w=—2x
du =2 dx dw = -2 dx.
Asi,

1 1
/(ex—l—e_xfdx = 5/62:5(2 dx)+/2dx—§/e_2x(—2 dx)
1 u 1 w _lu _}w
= 5/ du+/2d:c—§/e dw—2e + 22 5¢ +C

1, 1 5
= —e* 42— = “*+C.
26 + 2z 26 +

(@ [B*+ 1) do=[[3"7+2(3") (1) +1] do= [[3>*+2(3%) +1] du.

Sea
u = 2x
du =2 dx.
Asi,

/(3Z+1)2d:¢ = %/32z(2dx)+2/3zdm+/dm
1
= 5/3“du+2/3xdﬂc+/d$

11 1

— _—_~ qu 9__ 3¢
211133 + 11133 +z+C
1 2z 2 x

= 21n33 +1n33 +z+ C.
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(xr) [ da.

Sea
u = 3«
du = 3 do.
Asi,
3a 1 3a
/x da = g/x (3 da)
1
= g/x“du
11
1 3a
N 3lnxx +C

7. (a) Seana # 0, p# —1. Sea

u=axr+b
du = a dzx.
Asi,
1
/(ax+b)p dv = a/(axjtb)p(adﬁ)
= l/updu
a
1 pt+1
- —(“ )+C
a\p+1
— 1 p+1
= a(p+1>(a:c+b) +C.

(b) i) [(2r+1)* du.
Identificamos a =2, b =1y p = 4. Asi,

1
20+ 1) do = 2+ 1)**!
/(:c+) T 2(4+1)(x+) +C
_ 1 5
= 10(2:c+1) +C.
.. 1
11)f\/mdx.
Identificamos a = =1, b=4y p= —1/2. Asi,
1 1
d = —_— 4_ (71/2)+1+C
/\/4—_93 TS Coelap 4T
= 2V4—z+C.
13
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CALCULO III
TAREA 2 - SOLUCIONES
SUMAS FINITAS. SUMAS DE RIEMANN. INTEGRAL DEFINIDA.
(Tema 1.2)

Lo(a) Y (—DF2bt=—1+42-224... 429,
(b) Z(—l)i cos (ix) =1 — cos (x) + cos (2z) — cos (3x) + - - - + (—1)" cos (nx) .
(€ 2=+ G+ )"+ (G +2)°

(A) Y f (wr) Az = f (21) Azy + f (22) Ay + -+ + f (2) Ay

2 (8) sh ot a b=
2 4 6 8 5O—k:12k
8
1 1 1 1 w1
(b) 1 st 7o’ 15_;( ) 2k — 1
1 1o 1o
(c) ——+———+———:g(—1+2—3+4—5):32(—1)’“k::—gZ( DR
k=1 k=1

3. ) VB-VI+VE—V6=)> ()" VET2.
i) VB—VI+VE-VE=) (-1)"' V.

i) V3 —v4+v5— 6= i (-)" VE+3.

k=-5

4 (2) izk(u%) _9 gk% ;k2 _ (”2+ D Snlnst 12) Crntl) _ o n+1).

k=1

14
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(i+j) = Z[(¢+1)+(¢+2)+(¢+3>}

1 =1

vl

= (3i+6)

= 321)+6]+[3(2)+6]:21.

Zizwzm

’ 2
=1

o n(n+1) =156
4 n—156=0
(n+13) (n—12) =0

. n=12 (se descarta n = —13).
6. Sean 1 =3, x5 =4, x3 = 1.

1 3

1 1
(a) u:§;xi:§(x1+x2+x3):—

8
3+4+1)=-.
3(++) 3

3 3 2 2
1 1 1 1
(b) 02255 5%2—<§§ %) Ig(l’%ﬂLx%JFng)—[§($1+$2+$3>}
k=1 k=1

1., 1 14
== 424129 — |= 441)] =—.
3(3 + 4% 4+ 17) [3(3+ + )] 5

7. Seanr#1yn>1.

(a) Sea

n—1

Sp=Y rF=14r+r? i 2
k=0

Multiplicando por r ambos lados de la igualdad, se obtiene
Sy =14+ 3t e

15
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de donde

S,—nrS, = 1—1r"
(1-r)S, = 1—1r"

1—r"
S, = .
1—7r
n—1 n
) Py
— 1—17r

(b) Partimos de la suma geométrica (r # 1, k > 1)

n—1

11—
k _
ZT C1l-r
k=0
Esto es,
2 3 n—1 1—r"
1+r+r“+r°+---+7r :1_T.
Derivando con respecto a r ambos lados de la igualdad, se tiene
d d [(1—1r"
— (1 2 3 n—1 _
g (L7474 ) dr(1—r)
1— n—1 — 1)y
" 1+2T—|—37’2—|—..._|_(n_1)7,n—2: nr(l +()7; )T
—r

Multiplicando por r ambos lados de la igualdad se llega a

r[1—nr"t+ (n—1)r"]

r+2rt +8r° 4 4 (n— 1) =

(1—r)°
‘ nszrk T [1—nr"t 4 (n — 1)7’”]‘
— (1- r)2
(c) De los incisos 7a y 7b se sigue
n—1 n—1 n—1
1 — 1 — n—1 — 1)y
(a+ kd)r* =a Zrk—l—de'rk:a( r)+rd[ nr —I—gn )T]
k=0 k=0 k=0 1—r (1-r)

8. En los primeros incisos se trata de una suma geométrica. El tltimo inciso corresponde
a una suma aritmético-geométrica.
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(b) Esta es la misma suma que la del inciso anterior, lo que se demuestra haciendo el
cambio de indices m =k — 1:

Q) fen () B ()

(e) Usando el resultado del ejercicio 7b, se obtiene
1 1\ 9% 1 100
V121 - -
NOIREORI0
- 2
(- 3))
2
1\ 1 100
— 2(1-100(= = .
[ 00 ( 2) +99 ( 2)

9. (a) lim Z (2¢2 — bey) Ay, = fol (22% — 5x) du.

1Pl —0
k=1

Z V4= Axy, = fol V4 — x2dx.

HP\HO

HPH . E cos(cy,) Ay, = f/2 cos z dz.
-

17
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n b bh—
10. Hay que identificar lim Z flex)Ax = [ f(z) dz, donde ¢, = a+kAzy Az = - ¢
k=1 a
() lim 3 <%)2 <§)
n—oo n n )
k=1 « RS
flew) Az

3k
Sea ¢, = —. Se tiene
n

3k
Ck:; - f(Ck):Cz-

Como

k
ck:3—20+k<§) =a+ kAuz,
n n

por lo tanto

a = 0,
Ar = §:b—a,
n n
b = 3+a=3+0=3

Asi,

" /3k\% /3 3
li 2 (2) = [ 22 da.
n;n;oZ(n) <n) J o
k=1
- 4k\% (4
(b) JLIEOZ@*z) (E)
N’ N\

k=1
flex) Az

Aqui hay dos respuestas directas:
4k
(b.1) Sea ¢ =2+ —. Se tiene
n

4k
Ck:2+? — f(Ck>:Cz

Como

Ak 4
ck:2+;=2+k<g> = a+ kA,

por lo tanto

a = 2,
4  b-—
Ar = —= a’
n n
b = 4+a=4+2=
Asi,
. 4\ ? (4 6
1 24+— ) (=] =/ 2*d
i 3 (20 ) (3) =L o
k=1
18

© Lorena Zogaib



4
(b.2) Sea ¢, = ;ki Se tiene

Como

por lo tanto

a = 0,
4  b—
Ar = —= a’
n n
b = 4+a=4+0=4

Asi,
u Ak 4
lim (2 + ) ( ) (2+ x

Nota que las dos respuestas son equivalentes. En efecto, usando la sustitucién
u = 2+ x en la integral de la segunda respuesta, se obtiene

/04(2+$)2 dxz/j u? du.
(c) lim i [4— (_1+%>2] (%)
k=1 | ——

J

7@ 9
k
Sea cp, = —1+ % Se tiene
3k
p=-lt— = fla)=4-q.
Como " 3
:_1+_:_1+k<—)_a+kAx
n
por lo tanto
a = —1,
Ap — §:b—a’
n n
b = 3+a=3+(-1)=2
Asi,
n 3k 2 3 2
1 4-(-1+=) (=) =) (427
i 3 [ () (F) = de e
k=1
19
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R 1 3
@ i 3 | ()
k=1
flex) Az

Aqui hay dos respuestas directas:

(d.1) Sea ¢ = % Se tiene
n

3k 1
Ck—z - f(Ck)_l—l—Ck'

Como

k
ck:3—20+k<§> =a+ kAz,
n n

por lo tanto

a = 0,
3 b—-
Ar = — = a,
n n
b = 3+a=3+0=3

Asi,

(d.2) Seac, =1+ % Se tiene
n

3k 1
a=1l+— = fla)=—.
n Ck

Como

k
ckzl—l—%:l—i-k(%):a—i-kﬂx,

por lo tanto

a = 1,
3 b-—
Ar = —= a’
n n
b = 3+a=3+1=4

Asi,

20
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1 1 u 1 1
m -y ———— = i — | (=).
(©) Jim 2 Ty~ 2 i ()
fler) Az

k )
Sea ¢;, = —. Se tiene
n

Como

por lo tanto

a = 0,
1 b-
Ar = — = a,
n n
b = 14+4a=1+0=1
Asi,
1 & 1 1
lim — h d
nLIlgongl—i-(k:/nP fl-l—:lc2
Gy "R\ /1
f) 1 — = =~ —
® s S0 =m (7))
=1 k=1
flex) Az
Sea ¢;, = —. Se tiene
k
Gis .- = f(er) = &
Como
k 1
c,=—=04+k—-| =a+ KAz,
n n
por lo tanto
a = 0,
1 b-
Ar = — = a’
n n
b = 14a=1+0=1
Asi,
n ]{?4 1 4
lim — = 2% dx

21
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(2) 7}3’1@% [(%): (%): (%)5+. +( ) ] JE&ZQQ

k
Sea ¢;, = —. Se tiene
n

k
Ck—g = fla)=f(a) =
Como
k 1
Ck——=0+/€<—) =a+ kAzx
n n
por lo tanto
a = 0,
Ar — l:b—a,
n n
b = 14+4a=14+0=1

Asi,

i 2[5+ (3) S@) )] e

lim i 3/n § im - | <§)
n=o0 2+5k/n 5 nmeo o 2+ 5k/n n)
e NECH N
flewr) Ar
Aqui hay dos respuestas directas:
ok
(h.1) Sea ¢ = —. Se tiene
n
5k 1
Ck n f(ck‘) \/m
Como “ -
ck——:O—H{:(—) =a+ kAz,
n n
por lo tanto
a = 0,
5 b-—
Ar = —= a’
n n
b = 5+a=5+0=5

Asi,

n

lim Z 3/n § im —_§j
n—00 ,/2_|_5k;/n 5n—>ook1\/2—|—5k‘/n 5 0o V2+ux
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5k
(h.2) Sea ¢, =2+ ot Se tiene

5k 1
Ck—2+? — f(Ck)_ﬁ
Como h -
=2+ — :2+k:<—) =a+ kAz,
n n
por lo tanto
a = 2,
Axr = E = b a’
n n
b = 5+a=5+2=7
Asi,
_3/m 3. 5/n 371
lim — lim —— = - [ —= dx.
n—00 Z Y /2 +5k/n b noo — V2+5k/n S { x
n n 1
() lim > 3/n = lim (ﬁ)
n—oo £~ <\/2+3k/n> Bk/m) "o (\/2+3k/n> (3k/n)| A7
~ ~~ AV Y
flex)
3k
Sea ¢, = —. Se tiene
n
3k 1

Como

por lo tanto

a = 0,
Ap — § _ b—a’
n n
b = 3+a=3+0=3
Asi,
. - 3/n 3 1
lim =/ dx.
n—co0 ; <\/2+3k:/n> 3k/n) o (VZH+a)a
23
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1
11. Para calcular la integral [ (2z) dz utilizando sumas de Riemann, observamos que

[ (ex) = 2¢4,
a=0, b=1 Ax:b_a:l
n n
1 k
ck:a—i-/{:Ax:O—l—k(— = —.
n n

De esta manera,

L a "2k (1 2 —
22) dr = lim g 2¢;.) Az = lim E — — ] =lim | — E k
h({‘( ) |Pl|—0 1 ( k) —o0 k=1 ( n ) (n) e (7’1,2 k=1 )

2 1 1 1
~ g (2P HDY o (e ) 2
n—oo n2 2 n—oo n n—o0 n

0
12. (a) La integral [ +/16 — a2 dx representa la cuarta parte del drea de un circulo con
4

centro en el origen y radio igual a 4:

¥

4

y=]I6-x
0
f\/16—x2dx:%(7r-42):47r. f\
—4 x

-4 0 4

1
(b) La integral [ (1 — |z|) dx representa el drea de un trigngulo is6sceles con base 2

21
y altura 1:

j(l—\ﬂ) dx:@zl‘ y=1-x|

-1

-1 of ]

x 0<x<3 °
(c) Si f(x) = { ’ = , la integral [ f(z) dx representa el drea del
3, 3<z<5. {

trapecio mostrado en la figura:

24
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5 5
13. Sea f continua y tal que [ f(z) de=-1y [ f(x) de=4.
1 3

@ [ 7 di= | @) dr=-1
) [ £(a) do=[ () ds =0
©) j:[—?)f(t)] dt:—3z £ dt:3? £() dt =3(~1) = -3
@ [ @) do=[ f0) do- | g (1)~ (4) = -5

14. (a) Si f es continua y f (x) > 0 para todo x € |a, b, entonces fabf (x) dx > 0.
Verdadera.

b) Si fab f(x) dz >0, entonces f (z) > 0 para todo x € [a, b].
Falsa. Ejemplo: f_21 rdr = ; > 2, pero f (z) = x <0 para algunos x € [—1,2].
c) Si fab f(x) dz =0, entonces f (x) = 0 para todo = € [a, b].
Falsa. Ejemplo: fll x dr =0, pero f(x)# 0 para algunos = € [—1,1].
(d) Sif(z) >0y f f (z) dz =0, entonces f () =0 para todo = € [a, b).

Falsa. Ejemplo, con81dera la funcién f (z) > 0 definida por

f@%:{&ﬁﬁxeﬂﬂﬂﬂlﬂ,

six = 2.

Claramente f13 f(xz) de =0, pero f (z) # 0.

e) Si fab f(z) dv > f:g (z) dz, entonces ff If (z) — g (x)] dz > 0.
Verdadera.

(f) Si fy g son continuas y f (z) > g (x) para todo x € [a,b], entonces
)fabf(x) dx) > ‘fabg(x) dx
Falsa. Ejemplo: Sean f(z) = zy g(x) = —2z. Claramente, f (z) > g(z) en

ffx dx‘ f1 dx‘ = 3.

3
[1,2]. Sin embargo, 3=

3

15. El int do d i6 i =
integrando e{ (z) T

minimo y méximo de f en el intervalo [1, 3] son, respectivamente,

n 1 1 PR,

min = = — ma. = —_— = -,

! 1+32 10 I T
25
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Por la desigualdad max-min se tiene

()] e (-

es decir,

Por lo tanto, el valor de la integral esta entre 1/5 y 1.

16. (a) 7 mdr=m 7 dr =m(3—1)=2m.
1/2 1/2 2 _ 2
®) [ (-3z) dv=-3 [ xdr=-3 [(1/22) ! 12/2> ] =0.
~1/2 ~1/2

0 z 1 0 1.0 10
f[x2——+—] de = fx2dx——f xd:v+—fdx

-1

[0_3 ~ (—1>3] | [o_? (=1

3 B | R 2

26
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CALCULO III
TAREA 3 - SOLUCIONES
TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO. SUSTITUCION EN
INTEGRAL DEFINIDA
(Temas 1.3-1.4)

I (a) G(x)= [ VIT & dt.

G (2) _
de

— [ V1+tdt =V1+ 2t
T 7

dx dr
stant
(d) G(x) = [ 22VIT+ 1 dt.
-1
1
dc;(a:) = di [ 2?VI+ttdt = f VIt dt)
T X

=i
%,_/

cons tan te

_ <di>f V14t dt =2z f V1 + 1t dt.

dGlz) _ PV dt=— (22 [ VIt dt
dx dx ‘1 ‘1
2 T
= :c2(— i \/1+t4dt>+(di)f V14t dt
dr -, dz ) 24

= 2’V1+at+2z [ V1+thdt
-1

27
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f) G(z) = { (u? + senwu) du.

dG (z) _d ST, N 2 dsen x
b dr { (u® +senu) du= [(senz)” + sen (senz)] -

= [sen’z + sen (senx)] cosz.

23

(g) G(z)= [ V1+t*dt
Usando la regla de Leibnitz se tiene

d d = da’ d
Gl _ — [ Vitid= 1+(933)4d—2— I

dx dx
= V1+ 22 (3952) — V14t

2. (a) r(0)= [ Intdt.
Vo

dr(@)  d N vo\ de’? y
5 = 6\]@ lntdt—ln(e ) £ —ln(e ) =7 —39(36 )—\/5
= 99639—16\/5.

2

Inu

(b) «a(u) = { sen(e®) dux.

do(u) d ™ " 4 mey Alnu 1\ senu
. { sen (%) dz = sen (e™") o = (senu) ~) ==

2Inzx

() G(x)= [ (e+¢*) dt, > 1.
0
dG (z) d 2ome 01 97 d2Inx
= - — [ 4 (21
o - {(e + %) dt = [e®™7 4+ (2Inx)7) -
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Nota que la respuesta también se puede escribir como

dx (t)
=2tx(t) + 1.
7 z(t) +
1/z 1
3. Seaf(x)z{ t2+1dt—|—f +1dt,conx>0.Como
df (z) d YT o1 d = 1 1 d (1 1
S dt + = dt=—— (2
dx dx J 241 +da:£t2+1 (1/x)2+1 dr \ z +x2+1

B x? 1 N 1 h
1422 x2 z2+1

por lo tanto f es constante para todo x > 0.

xT

4. Sea G (x) = [ f(t) dt, con a una constante.

dz
(b) G2 = [ (1) dn.

5. Sea F'(x f eVt dt, para todo x > 2.

2

d 2

[ Vi dt = eVe? <di> = 2zel?l = 22¢”. Nota que Va2 = |z| = z,
x

29
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(c) F'(x) = d%c (2ze”) = 2xe” +2e” =2 (x + 1) €.
F"(2) = 6¢?

6. Sea f tal que f' >0y f(1)=0. Seag(x):? f(t) dt.
0

(a) g es una funcion diferenciable de .
Verdadero.
Como f es diferenciable, por lo tanto f es continua. Por el Teorema Fundamental
de Célculo, g (z) es diferenciable (con dg _ ).

dx

(b) g es una funcion continua de z.
Verdadero.
Como g es diferenciable, por lo tanto ¢ es continua.

(c) La gréfica de g tiene una tangente horizontal en x = 1.

Verdadero.
dgd—(;) = f(z) .. d“z—(;) . = f(1) =0 .. enz = 1 la tangente de g es
horizontal.

(d) g tiene un méximo local en z = 1.
Falso.
g"(x) = f'(x) >0 .. gesconvexa Vx .. ¢ tiene un minimo local en = = 1.

d
(e) La grafica de d_g cruza el eje x en z = 1.
x

Verdadero.
g=B2 - pay =0

7. Reescribimos el precio P (t), de la siguiente manera:

20 - .
P(t)=[v(s)e™ds=e" [w(s)e™ds=—e" [ v(s)e ™ ds.
¢ t 20

En ese caso,

Tt t t
dil—(t) = — (de ) Jv(s)e™ds—e" — [ wv(s)e ™ ds
t 20
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8. De acuerdo con el Teorema Fundamental del Célculo,

@) _ fsie = Fa)=[ Vsiedr,

dx

con a una constante. En particular,
F@) =] Vaiedr,
de modo que
Flx)—F@2) = [ mdt—j V5 + e dt
= [ V5+e? dt+z V5 +e? dt
— [ Vetrerdty [ mdt:}: V5 + e dt.

De esta manera,

F(z)= [ V3+el di+ F(2).

Como F(2) =7, por lo tanto
F(r)=[ Vb+e di+7.
2
En efecto,

2
F(2) = [Vo+eldt+T=0+T7=T,
2
dF(@) _ d%(f \/5+et2dt+7>:\/5+el‘2.
2

9. De acuerdo con el Teorema Fundamental del Célculo,

dZi“zﬂf(t) — o) =] S ) du,

con a una constante. En particular,

de modo que

x(t)—x(?)):} u?f (u) du—j u?f (u) du:j: u?f (u) du
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De esta manera,
t

z(t)= [ W*f(u) du+ x(3).

w

Por tltimo, como z(3) = 5, por lo tanto

x(t)zz u?f (u) du+ 5.

10. De acuerdo con el Teorema Fundamental del Calculo,

fi="0 o pp =

p f (w) du,

@%ﬁ

con a una constante. En particular,
to
F(to) = [ f(u) du,

a

de modo que

F(t)—F(to) = [ f(u) du—tfo f (u) du:j f(u) d

a

De esta manera,
t
F()= [ f(u) du+ Flt).
to

Por tltimo, como F'(t;) = K, por lo tanto,

11. (a)

- 8 23377 177"
2/3 _ -1
[ <5x/ _5_?> dr = 5{—]8—5[:5]8%{;]

-8 -8

= 3 - 9] - sl-D - (- 48

— 3[(=1)— (=32)] —5[7] + 8 [—1+—

1
| =51

1 .5 ~1 3 -1
v+ 1 B 9 _3 |y 1
[ 7 dy = [(WV+y?®) dy= 3 o

—2 —2
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1
1 5 4371
i (x2+2x)2 dx:/(x4+4x3—|—4x2) dr = | % 4ot + = :§.
A 5 3|, 15
0
(d)
In3 In3
{ (e"+1) dz = [e"+a]", ;= ("> +In3) — (e ™*+ (—In3))
—1In3
_ In3 1 . 1
= (™’ +In3) - s~ 3] =(@3+m3)— {313
= §+21n3:§+ln9.
(e) Como

r+1, x>-1,
|x+1|_{ e -1, <1,

por lo tanto,

-1

jo; e+l de= [ (—z—1) d:c+_}1(x+1) de = {_%2_;,;}_1+[33_2+x}01:5_

—4

O bien, por sustitucion,
0 1 0 1 ’LL2 0 'LL2 1
f|x+1|dx:f|u|du:—fudu+fudu:_[_] 4_{_} _5
—4 -3 Z3 0 2] 4

¥

y=Ax)

12, () [ 6= 2% da.

Sea u = 6 — 2x. Se tiene
u=6—2r = du=-2dz, u(l)=4, u(3)=0.

Por lo tanto,

¥ 13 1 0 1 4
[Vo=2wdr = —5 [ V62w (-2dz)=—5 [ Vudu=5 [ Vudu
1 1 0

1 4 1 8
= [ =g [ -0] =3
33

© Lorena Zogaib



o) [ =

1
Sea U= t3 + 3. Se tiene

]

u=t*+3 = du=3t"dt, u(l) =4, u(r) =2*+3.

Por lo tanto,

zo 2 1o 1 1743 g
I dt = = [ 3dt == [ =
1 t3+3 3 1 t3+3 3 4 \/ﬂ
4
2 x3+3 2
32241
(C)fx?’—l—?)x

1
Sea u = 23 + 3x. Se tiene
u=2"4+3r = du= (32"+3) dz, u(l) =4, u(3) = 36.

Por lo tanto,

32241 13 1 1 36 du
dr = = 32 +3) dv== [ —
{933%—39396 3{x3+3x($+)$3{u
1 1 1 36 1
4 dx
(d) [ 7
1 2yz(1+Vx)
Sea u =14 4/x. Se tiene
1
u=14+r = du:mdx,u(l)zlu(él):?).

Por lo tanto,

lmier = Lo ) e 1 %[,

3

(€) { 1+x

Sea u = +/1+ z. Se tiene

I+ = z=u"—-1 = dr=2udu, u(0)=1, u3)=2.

34
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(h)
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Por lo tanto,

Il

[\]
| — |
VR
w| oo

|

[\
~~_

|
VR
Wl

|

—
~
_ 1

Il
w1 oo

[ Verde= [ e?da
—4In3 —4In3
Sea u = —. Se tiene

1
= du= 5 dzr, u(—4In3) = —21n3, u(0) = 0.

Por lo tanto,

0 B 1 v
[ Vetds = 2 [ &2 (56135):2 J oetdu=2[e",,;

—41In3 —41In3 —2In3
In2 e3z dzr
o 2e% — 1

Sea u = 2¢3® — 1. Se tiene
u=2%-1 = du=6e"dr, u0)=1, u(ln2) =23"2—1 =2M8-1 = 15.

Por lo tanto,

In2 e3z dz 1 In2 663:)0 dr 1 15 du 1
- = —— [ ==21 In15—In1
237 —1 6 { 2% 16 u g [ full,” 6(][1 nl)
= 11n15.
° dx
[ —/—.
1 z(lnx+1)

Sea u=1Inz + 1. Se tiene
1
u=lnr+1 = du=—dzr,u(l)=Inl+1=1 ule)=Ine+1=2.
T

Por lo tanto,

e e 1 1 2 du
—_— = — =1l =n2—-Inl=In2.
{x(lnx—irl) {lnx—l—l( ) { u o fully = In " o
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A cos (20)
W J sen?(260)

/8
Sea u =sen(26). Se tiene

de.

2

1
u=sen(20) — du = 2cos(20) db, u(%) = 7 u(4

Por lo tanto,

’Tf cos (20) 1 /% 2 cos(26) g 1 } du
a8 sen®(20) 2 s [sen(26)]* 2 v u?

/2 Hsenz cosx

G J 3 du.

o (1+sen?x)
Sea u = 1+sen’z. Se tiene

u=1+sen’r = du=2senz cosz dr, u(0)=1, u(g) = 2.
Por lo tanto,
™2 Ssenz cosx 5 ™2 2senz coszdr 5 2 du
g = 2 A
o (14 sen?x) 2 5 (1+sen?) 27w
5[ 117 5./ 1 5
510l =3 1) =

13. (a) Sea u = x + A. Se tiene
u=x+A = du=dz, u(a)=a+ X ub)=b+ X\ r=u—A\
Por lo tanto,
b b+A b+
/ flz) dx = / flu—Ndu = / f(x — N)dx.
a a+A a+X

La ultima igualdad del lado derecho es vilida, ya que en una integral definida la
variable de integracién es una variable muda (es indistinto llamarla u o z).

(b) Sea u = Az. Se tiene

u=Ar = du=\dz, u(a)= Aa, u(b) = b, x:%.

Por lo tanto,

/ab f(x)dxzi/ab f(x)Adx:%/:bf(%> du:% //\Abf(g) da.

a
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L (a) y

1 1 2
A:f‘2_x‘ dr= [ 27"de= [ 2"du=
Zo Zo 1

CALCULO III
TAREA 4 - SOLUCIONES
AREA. VALOR PROMEDIO. LONGITUD DE CURVA
(Tema 1.5)

=277 —2<z<l1.

1 2
——[2¥* = —[22 — 271" =
1112[ o ln2[ Ll

(b) y=3senz+/1+cosz, —m<z<0.

v=3senx | ] + cosx

0

A=

0
V ’ d$:3f |senx | /1 + cosz dx

0

= 3f —sen ) \/1+cosxdx—3f Vudu=2[u 3/2} = 25/2,

y=—-3124+62x+9, —-3<x<3.

3‘=-3x2+6,\'+9

/N 3(xtDe-3)
31 / - 0 3\ )

;

j

3 -1 3
A = f|—3932—|—6x—|—9| dx:f(3x2—6x—9) dx+f(—3x2—|—693—|—9) dx
-3 —1

© Lorena Zogaib

-3

= [2® - 32 — 9z] :;l) + [2® + 327 + 9xﬁl = 64.
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y= ff—x}jg

A = j)(l—x)l/g‘ dx:_77|1—93|1/3 alx:}(l—x)l/‘3 alx—j(l—x)l/3 dz

-7 -7 1

8 0
= [ du= [t du = [t T ), =
0 -1
(e) y=av4d—2a2, —2<az<2.

Zﬂ
Zuo -
-2

2 0 2
de = [ |g|Vd—a2?de=— [ avVd—a?de+ [ avV4—2?de
%2 0

-2

A:i’x\/m

14 14 1 2 4 16
= - [Vudu+< [Vudu= [Vudu=7Z[u*?] =—.
2% 2% 0 3 o 3
2. () y=Inz y y=mn(2z), 1<x<5.
* v =1l2x)

y=Infx)

/.

5 5
A= [|In(2z) —Inz| de = [(In2+Inz —Inz) de = [ In2dr = (In2)[z]; = 4In2.
1 1 1
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(b) y=2senz y y=sen(2z), 0<z<m.

y =sen2x

0 /2 T

v=2senx

™

A = [|2senx —sen(2z)| dz = [[2senz — sen (2z)] dx
0 0

™ s s 1 2m
= 2 [senzdr— [ sen(2z) dv =2 [ senzdv— = [ senu du
0 0 0 2%
T 1 2T 1 —
= —2[cosz]; + 3 [cosuly” = —2(Cosl7r — cols 0) + §(c0s (2m) — cols ) =4.
- 1

A = j |2 — (—22%)| do = }1{x2+2x4{ dr = } [2° + 227 da

=l -1

1 3 571
B 2 4 o |7 2| 22
—2£[x+2x}d:c—2{3+5}0—15.

(d)y=4—2> y y=2—2, —-2<x<3.

-
y=d-x<

39
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-1

= f@-e-2)

-2

3 2 3

3 2 -1 3 2 2 3 2 3
= {x——x——Qx} +[—x—+x—+2x} +{x——$——2x] =
-1

-2

() z+y*=3 y dx+y*>=0,

2
de+ [ (-2 +2+42) do+ [ (2° — 2 —2)
21

2

7{(2—x)—(4—x2)} dx:i}xQ—x—Q} dx

3

2

—2<y<2

2

A= |

-2

- () o1

3. (a) y=2—2?

(b) y=+/|z] vy by ==z +6.

¥ ={x+06)/5

[
.
\Q ——— e ———

© Lorena Zogaib

z+6

\/W:T, Tz > —6
25 |z| = (z + 6)

i)z >0= 252 = (z+6)°
22— 132+36=0
(x—4)(z—9)=0
Srx=4 0 x=09.

i) —6<z<0= —250=(z+6)°
22+ 372 4+36=0
(x+1)(z+36)=0

L x=—1.



B RS ESIGOREE
b (g -

1]
=l
I

ke
L
vl =
kg

-

(=1
T et L
3

(b) Integrando con respecto a y (regién x-simple):

i = V- () w=2 bvayay=—2 | Vi

-1
4
= 2 [ Vadu=7 i)y - 2.
0

5. y=+z,y=6—xyy=0.

b

Vr=6—x, x<6
S o x =36 —122 4 22
22 —132+36=0
(x—4)(z—9)=0

o cLoo =4

b
1
I
1

(a) Integrando con respecto a x (regién y-simple):

A::[(\/E—O) d:c+Z[(6—x)—O] d:c:232.

(b) Integrando con respecto a y (regién z-simple):

A= [[6-y)—y] dyzz—;-

o—w
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6. y=—2a,y=4yy=—1+(x+1)>.

=2 Y1 y=-—l+G+l)
Jyf=—y/2 i:qijfﬁ —1+(33+1)2:4
= | y=4 («T+1)2:5
| | lz+1] =5
| | r+1==+V5
2 s sorx=—-1++5.

(a) Integrando con respecto a x (regién y-simple):

A = jo’ [4 — (—2x)] do + _1}\/5 [4— (-1+ (v +1)%)] do =6.787.

(b) Integrando con respecto a y (regién z-simple):

A :Z’ (-1+ V1) = (<5)] dy =678

7. Los excedentes del consumidor EC' y del productor F P estdn dados por

8 1024
EC = [[(144 - ¢*) — 80 dquT%?Al.B,
0
8 g 512 EC
EP = [[s0—(48+L )| dg=22~1707 = =2
0 2 3 2
p=48+;;2
p=144-qz
g
8. (a) f(z)=a2%—1en [0,v3].
? y=x21
i i
0 4 \% =
y=F=10
i} 1 V3, 1 {xi” ]ﬁ
= *—=1)de=—7%|=—2| =0.
/ \/5—0{( ) V313 0

f=0 ysealcanzaen z = 1, ya que f (1) = 0.
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(b) f(z) =]z —1] en [-1,2].

y=lx-1]
_ 1 2 1 1 9 .
[ = 2_—(_1)!\x—1\ d:c—g{_fl(l—x) dx+f(a:—1) d‘”]zé'

7 ) 1 1 11 f 1 f 11 )
G Ysealanzaenm =g, y 22 =, ya que c G c

2
9. Sea f continua y tal que f f(z) dz = 4. Como

,_.|,_.

2_1ff (4) =4,

y como f es una funcién continua en [1,2], por el Teorema del Valor Medio para
integrales definidas existe ¢ € [1,2] tal que f (¢) = 4. Por lo tanto, f (x) =4 al menos
una vez en [1,2].

10. La longitud L del segmento de la recta y = 3z + 5 entre x = 1 y © = 4 estd dada por

L:;f\/1+ [y (2)) dx

Como y (x) = 3z + 5, por lo tanto 3’ () = 3, de modo que

4 4
L= [V1+3%ds =10 [ dz=3V10.
1 1

En efecto, la distancia L entre el punto (1,8) y el (4,17) es
L= \/ —1)* 4+ (17— 8)* = 3V/10.

11. Como y (x) = 22%/2, por lo tanto ¢/ (r) = 32'/2, de modo que

4

1/3 1/3
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CALCULO III
TAREA 5 - SOLUCIONES
INTEGRALES RELACIONADAS CON LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS INVERSAS
(Tema 1.6)

3
o1 (2
Sea 0 = sen (4)

3 cateto opuesto : 5
sen = 4= hipotenusa
k.
( . (3)) p 4 -9 = /7
sec(sen !t =] | =secl = —.
4 VT

logs (2z + tan™" (y)) —logsz = 1

24 + tan 1
log (M) _

x
o 2z+tan71y
5 gs( @ ) _ 5l
27 + tan~ly _ s
x

2z +tan'y = b5z

tan"'y = 3z

y = tan(3z).
3. (a) Siy=sen~!(v22), entonces
dy dsen—! (ﬂx) B 1 d (ﬂx) B V2
dx dx 1—(\/§x)2 dz V1 — 222
(b) Siy=cot™!(1/z) — tan~! z, entonces
dy _ dfeot™ (1/z) —tan"'a] 1 d(l/z) 1
dr dz N 1+(1/:c)2 dz 14 a2

B 1 1 11 1 _,
T 1+ (1/2)?\ 2?) 142 2241 1+4a?

dcot™Y(1/x) _ dtan—lz
- .

En otras palabras, p Ao
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(c) Siy =In(tan"'z), entonces

1
1—|—x2) S (1422 tanta’

dy dln(tan'z) 1 dtan'w 1 1
dr dx Ctan'x  dr  tanlz

(d) Siy= e (+*)  entonces

dy detanfl(a,j)
dr dz B dx
(e) Siy = csc™!(e”), entonces
dy desc! (") 1 de” e” 1

ﬁ_ dl‘ __|6I| (ex)Q_]-%:_ez\/€2x_]_:_\/62'%_1‘

4. (a)

1
—sen” u+C’—§sen ' (22)+C.

|- /\/7 i =

(b)
2 dy

_ 1 1 _l 2y — 1
= / = 2sen (2>—|—C 2sm ( 5 )+C’.

et dt

et dt du
Nk S

—sen 'u+ C =sen! (et) +C.

dt
(d) f7—|—3t2
dt 1 V3 dt 1 1 . V3t
/72 - A 2 2 = = —— tan _ +C
et V3 (V) + (V3 3 | VT N
L 3
\/ﬁtan <\/;t>+C.
(e) 0 do d
sengat [ au _ . T
/1+00526_ /1+u2 tan™ u + C tan™" (cosf) + C.
45
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/Sxdm’ B
1432

/ dx / V5 dx 1 V5B
T = = ——=secC — |+ C
xy/br? — 2 Nt (\/gx)2—2 V2 V2
= %sec1 \/gx + C.
(h)
dx 1 dz du
= — _:1 :1 —1 i
/(1+x2)tan Ly /(tan1x> 1 4 22 ). n ful+C n!tan $|+C’
Q) 1
esen o sen—14 dx u . con—1u
/ﬁ:/e m:/ed“€+06 e
5. (a)
L 4 dx 1 dv AN (1 »
{,/4_$2 = 4{ 4_x2—4[sen <§>}0—4{sen (5)—3611 (0)
m 2m
=4[50 =7F
(b)
0 dt < 1 dt 1 du
- - - — [tan~!
{t(1+ln2t) { (1+(lnt)2)t { 1+ w2 [tan u}o
_ -1 B —1 :z_ :E
= tan " (1) —tan"" (0) 1 0 e
()
2 8dt 2 dt 1 du 1
‘1[152—215—{—2 = 8{@—8{@_‘_1—8[&“1 u}
— 8[tan"!(1) — tan 1(0)}:8[%—0] = or
46
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/3Id:c _i 3I1n3dx_i/ du
1+(32)? W3/ 1+32)? I3/ 14+u?

1 -1 — 1 -1 (qzx
- tan u+C—ln3tan (3%) + C.




(d) Métodol:

2 dr sec™1(2)

2 2 -1 d
i sec’(sec_ @) dw [ sec*(sec'z) ——== [ sec®udu
V2 Va2 —1 V2 T 1132—1 seC*1<\/§>
/3
= [ sec®udu = [tan u]:ﬁ = tan (z) — tan <I> = V31
/4 3 4
Método 2:
Como sec(sec™ z) = z, por lo tanto sec(sec™ z) = [sec(sec ™' x)]° = 22. De esta
manera,
2 sec’(sec™!x) dx 2 2% dx 2 xdx 2 2xdx
J = | === =/
s ot —1 ﬁxm sz Vri=1 5 2vr?—1
3 du
= [ s==[Vai=Vv3-1
1 2y/u
6. Las integrales indefinidas
d d
- T — _cosla4 C

son equivalentes. En efecto, si en la segunda expresion utilizamos la identidad

sen” 'z 4 cos 'z = 5

obtenemos
dx / —dx 1 1 T
——=— | ——==-cos z+C=sen z——-+C.
/ Vi Vi 2
Observamos que las dos integrales indefinidas difieren sélo en una constante, de modo

que ambas respuestas son correctas.
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CALCULO III
TAREA 6 - SOLUCIONES
TECNICAS DE INTEGRACION
(Tema 1.7)

e dux

1 (a) /m

Sea u = 4 + 9¢%*. Se tiene
u=4+9* =— du=18¢* dux.

Por lo tanto,

e?® dx 1 [ 18e* dw 1 [fdu 1 1
e e C=-—1In|4+9e*|+C
/4+962z 18/4+962x 18/u gl +C = qgin[4+9¢%] +
1 2x
= 1—81n(4+96 )‘l’C

e’ dx
b .
(b) / 4 + 9e?®
Nota que

/ e® dx _/ e® dx
449e [ 44 (3e7)?

u=3" = du=3e"dx.

Sea u = 3¢e%. Se tiene

Por lo tanto,

/ e® dx B
4+ 9e2r

16 1

(c) { 2x\/md$

Sea u = Inz. Se tiene

1
u=lnr = du= - dz, uw(2) =1n2, u(16) = In16.

Por lo tanto,

16 1 1 1 ln 16 In 16
S dx
2 2zvVInz lnx 2 ln2 2\/_
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d)/%

Sea u =1 — Inz. Se tiene

u=1—-lnx =— du:—ldx.
x
Por lo tanto,
dx 1 1 du
—_—— = — [ ——— | ——|dx = =-2vVu+C
/x\/l—lnx /vl—lnx( x) v \/_ Vu
= —2V1—-Inz+C.

) / dx

e _—
zv1—Inz
Nota que

/xm /m‘dw

Sea u = In . Se tiene

1
u=Ilnr = du=—dzx.
T

Por lo tanto,

[imms f mm O S a

= sen '(Inz) + C.

Inz
f —— dx.
(®) /x+4xln2a: v

Nota que

Inz Inz 1 Inz
— = — = S = da.
r+4xin®x z (14 4In®z) 1+4(Inz)” =

Sea =1+ 4(Inz). Se tiene

=sen ! (u) 4+ C

81
ne dzx.

1
u=1+4(nz) = du:8(lnx)gdx: .

1 1 1 [d 1
/ 2(8nx>dx:— —u:—ln\u|+C’
14+4(Inx) T 8) u 8

In(1+4In*z) +C.

Por lo tanto,

/ Inz
e =
T +4xIn”x

1
8
1
8
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V1
)/—+\/de
\/5
Sea u = 14 /x. Se tiene

Z\f

Por lo tanto,

/@dm - /\/r<2\/_>d$—2/\/—du——u3/2+c

- 3(1+\/_)3/2+C

(h) /1+ﬁ\/5 dx

Sea u = 1+ +/z, de modo que v/x = u — 1. Se tiene
1
u=14vVr = du:md:ﬁ = dex=2yVrdu=2(u—1) du.

Por lo tanto,

[l o LS, Ly [ (o2,

1 u?
= 2 u—2+a du =2 3—2u—|—1n|u| +C

= (14v2)" -4(1+V7) +2mn|1 + Va| + C.
= (14+v2)’ —4(1+v2)+2In(1+V2) +C.

141 1
/ ° dm:/udm:/ 1+ dv =z + 1|z — 1|+ C.
r—1 r—1 r—1

N

T+ 1
Sea u = /z. Se tiene

(b)

u=+vzr = u=2 = 2wudu=dx.

Por lo tanto,

NG / u / u? /u2+1—1
dr = 2u du = 2 du=2 | ———d
r+1 . u?+1 wan u?+1 “ u?+1 "

1 _
= 2/(1_u2+1) du:2[u—tan1u}+(]
= 2z —2tan"' (V) + C.

o0
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(c)/ xx_ld:c

Sea u =1 — —. Se tiene
x

Por lo tanto,

N [ e o347

(d) /(secx—l—cotx)2 dx.

/(secx +cotx)? dr = / (sec® z + 2secw cot & + cot® ) dx

1
— /{sec2x+2< ) (Cosx>+(csc2x—1)} dx
COS T sen

= /(Se02x+2(:sca:+csc2:1:—1) dx

= tanz —2In|cscx + cot x| —cotx —x + C.
1
— dx.
() /l—l—senx .
/ 1 dr — / 1 1 —senxz _ 1—senx dx:/l—senxdx
1+4senx 14+senz \1 —senx 1—sen2 cos? x

1
= / dx / senxd /sec xdﬁ—/secxtanx dx
cos? x cos? x

= tanxz —secx + C.

(f) /71 —senld

cos
1 —send 1—senf [1+senf 1 — sen?d
/ cos 0 = / cos (1+sen9) da_/cos@(l—l—sen@) a0
cos? 6 cos 0
B /c0s9(1+sen9) de_/l—i—sene 40

Seau =1-+senf. Se tiene

u=1+senf = du=-cosfdb.

Por lo tanto,

1— 0 0
/—Sen d@:/—COS d@:/d—“zln\u|+czln|1+sen9\+c.
cos 1+sent U
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(g) /ezi—l dzx.

/ ! dx:/ ! c d:z::/e—d:c:/ c dz
e + 1 er+1 \e® e (e” +1) l+e®

Sea u = e %. Se tiene

u=e " = du=—e"dx.

Por lo tanto,

/ 1 dw:/ e dx:_/m:_ du
e’ +1 l+e™® l+e™ u
= —1n|u|+C:—1n}1+e_x‘—|—C’:—1n(1+e"”)—|—0.

1
h — dzx.
()/6x+e—xdx

1 1 e e ‘
/7dx:/7 £ dx:/—e dx:/ ¢ dzx.
e + e e’ e \ e? e® (e® + e %) e +1

Sea u = e*. Se tiene

u=e* = du=—¢€"dx.

Por lo tanto,

1 e e® dx du
——dr = dr = | ——— =
et +e* e=4 1 (ex)* 4+ 1 u?+1

= tan '(u) + C = tan"! (%) + C.
. e’
(i) /—el‘ e % dz.

T T T 2z 2x
et +e et + et \ e* et (e* +e™7) e?r 4+ 1

Sea u = €** + 1. Se tiene

u=e*4+1 = du=2¢e* dz.

Por lo tanto,

e® e 1 [(2%)de 1 [du 1
/w+er$ ,/w+1x 2/e%+1 2 ) w ~

= %ln‘eh—l—l‘+C:%In(62”+1)+0.
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1
%) 5/\/695 —1dx.
Sea u = v/e* — 1. Se tiene

2
u=vVer -1 = z=h{’+1) = dr= Y

du.
w2+ 1 Y

Por lo tanto,

1 1 2 2 241-1
5/\/e$—1daﬁ = §/u Y du:/Ldu:/Ldu

u? +1 u?+1 u? +1

1 _
= /(1—u2+1)du:u—tan Yw)+C

= Ve 1t (VET) +C.

8
k — di.
()/t2—2t+2dt

Completando cuadrados, se obtiene

/Ldtzg/dig_
12 — 2t + 2 t—17°+1

Seau =1t — 1. Se tiene

Por lo tanto,

8 . dt ) du 1 B _1
/t2—2t+2dt_8/(t_1)2+1_8/u2—|—1_8tan (u)+C = 8tan™~ (t — 1)+C.

3. (a) /xsen(?)x)dx.

Proponemos

u = x = du=dx
1
dv = sen(3x)dr = v= —3 cos (3x).

Por lo tanto,
x 1
/xsen (3z)dx = — 3 cos (37) —/ (_§ CoS (3x)) dz
1
= —% cos (3z) + 3 /cos (3x)dx

1
- _g cos (31) + gsen (32) + C.
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2
(b) [ xe /2 dx.
0

Primero conviene determinar / ze~/2 dx. Para ello, proponemos
u = x =— du=dx
dv = e ?dx = v=—-2e"2

De esta manera,

/936_””/2 dr = —2xe %% — / (—26_””/2) do = —2zxe /2 + 2/6_””/2 dx

= _er—z/2 492 (_Ze—z/2> + O = —2$6_I/2 _ 46—1’/2 +C
= 2(x+2)e 2+ 0.

Por lo tanto,

7 ze % dy = —2 [(z + 2)6’1/2}(2) = —2[4e " — 2¢°] = -8 + 4.
0

(c) /9326”2 d.

Proponemos

dv = e ?dy — v= 272

Por lo tanto,
/w2ex/2 dr = —2x% /2 — / (—26’9”/2) (22) dx = —22%e~%/2 + 4/me”/2 dx.

Ahora integramos por partes la nueva integral. Para ello, proponemos

u = x = du=dx
dv = e *?dyr =— v=-2""2
Por lo tanto,
/x2ez/2 dr = —2x%%/% 4 4/JI€$/2 dx

= 2% %244 [—2xe‘z/2 — / (—2e_x/2) d:c]

= 2% %2 _8pe/? 4§ / e 2 dxy

= 222772 _8re~/? 4§ (—26_x/2) +C
= —22% %2 _8ye /2 _ 162 + C
—2(2® + 4z +8) e 2+ C.
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(d)

(e)
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[ Iny/x dx.
1

Nota que

Inz dx.

[ Inyzdr= [ Inz'?de =
1 1

DO | —
—~—o

Primero determinemos [ Inz dz. Para ello, proponemos

1
u = Inx = du=-dz
T

dv = dx = wv=u2x.

De esta manera,
1
/lnxd:v:xlnx—/(93);dx:xlnx—/dx:xlnx—x+0.

Por lo tanto,

:f Invzdr = % :f Inz de =< [zlnz — 2] :%[(elne—e)—(lnl—l)]
1 1
= 5[(6—6)—{—1]:5.

e
[ 2*Inz dz.
1
Primero determinemos f 2% Inz dv. Para ello, proponemos
1
u = lnx = du=-—dx
x
3
x
dv = 2*dr = UIE.
De esta manera,

3 3 1 3 1 3 3
/x2lnxdm:%lnx—/(%);dmz%lnx—g/ﬁdm:%lnx—%—kc.

Por lo tanto,

e 3 37¢ 3 3 1 1
{lenxdx = {%lnx—%} :<%lne—%)—(§1n1—§>

95



(f) /cosx In (senx) dz.

Proponemos
cos T
u = In(senz) — du= dx
sen x
dv = cosrxdr =— wv=senx.

Por lo tanto,

senx

/cosx In(senz) dr = senz In(senz) —/(senx) (cosx) dx

= senx In(senx) —/cosx dx

= senz In(senz) —senx + C.

e?* dx

(8) :
Vv1—e®

Como
/ e* dx . €"
= [|e dx,
V1—e® Vv1—e®
proponemos

Por lo tanto,
/ VG —2e°V/1 — e* — / (—2v1—e") (¢") dx
Vv1—e®
= —2e"V/1—e*+ 2/69”\/1 — erdx
4
= —2e'VI—e — 5 (1~ )’ 4 C.

(h) / tan—1 (z) dz.

Proponemos

dv = dr — wv=ux.

Por lo tanto,

-1 _ -1 X _ -1 1 2
/tan (x) dr = xtan (x)—/l_l_xzd:c—xtan (x)—iln(1+x)+0.

o6
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(i) /e‘x cosx dx.

Proponemos
u = e = du=—e"dzr
dv = cosrdr =— wv=senx.
Por lo tanto,
/e_z coszdr = e "senz— [ (senz)(—e ") dx

= e “senz+ [ e “senx dx.

Ahora integramos por partes la nueva integral. Para ello, proponemos

u = % = du=-—-e"dx

dv = senxdr =— v= —cosz.

Por lo tanto,
/e:‘c cosxdr = e “senx+ /e‘xsenx dx
= e “senx + {—ez cos T — / (—cosz) (—e™*) dx
= e “senx —e “cosw — /e_z cosx dx.

Por lo tanto,

2/6‘“/’ cosx dr = e *(senx — cosx),

de modo que
1
/e_”” cosz dr = §e_x (senx —cosz) + C.

() / sen (In ) da.

Proponemos

1
u = sen(lnz) = du=cos(lnx) (—) dx
T

dv = doz — wv=ux.

Por lo tanto,

/ sen (Inz) dz = zsen (Inz) — / cos (In z) dx.
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(k)
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Ahora integramos por partes la nueva integral. Para ello, proponemos

1
v = cos(lnz) = du= —sen(lnx) <;) dx

dv = doz — wv=u2x.

Por lo tanto,
/sen (Inz)dr = xsen(lnx)— /cos (Inzx)dx
= uzsen(lnz) — {x cos (Inz) — / (—sen (Inx)) dx]
= z[sen(lnz) —cos(lnz)| — /sen (Inz)dx.
De esta manera,
2/sen (Inz)dr = x[sen (Inx) — cos (Inz)],
de modo que

/sen (Inz)de = g [sen (Inz) — cos(lnz)] + C.

/COS (V) dz.

Primero proponemos la sustitucion y = /. Se tiene
y=+vzr = z=y* = dr=2ydy.

Por lo tanto,
/cos (\/5) dx = Q/ycosy dy.

Esta tltima se integra por partes. Para ello, proponemos

u =y = du=dy
dv = cosydy = v =seny.

Por lo tanto,

/cos (\/E) de = 2/ycosy dy = 2 [y seny—/seny dy]

= 2yseny +2cosy + C = 2y/x sen (\/5) + 2 cos (\/5) +C

o8



x+4
4 B e S
(a) /x2—|—5x+6 v

Proponemos
x+4 B x+4 A n B
22 +5r+6  (r+2)(x+3) z+2 2+3
 A@+3)+B(x+2) (A+B)z+(3A+2DB)
(x+2)(z+3) (x+2)(z+3) ’
de donde
A+B =1
3A+2B = 4.

Al resolver el sistema de ecuaciones se obtiene
A=2y B=-1,

por lo que
x+4 2 1

2 +52+6° z+2 243

Por lo tanto,

/x+4 dx—/ 2_1 dx_Q/dx_/dx
22 +52+6 - r+2 z+3 . T+ 2 x+3

= 2lnjz+2|-In|z+ 3|+ C.

1
(b) /(x—i—l) (22 +1) az,

Proponemos
1 A +Bx+C’_A(x2+1)+(Bx+C’)(93+1)
(z+1D(z24+1)  z4+1 2241 (x+1)(22+1)
(A+B)2?+(B+C)z+ (A+O)
(x+1)(z24+1) ’
de donde
A+B =0
B+C =0
A+C = 1

Al resolver el sistema de ecuaciones se obtiene
A=C=1/2y B=-1/2,

por lo que
1 12 —fz+44
(z+1)(22+1) o+1 22417
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(d)
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Por lo tanto,

1 1/2  —iz++
/(x—l—l)(xz—l—l) do = /<x+1+ 2?2 +1 da
_1/ dx _l/ T dx—l—l/ dx
2  x4+1 2/ 2241 2/ 22+1
1 1 9 I
= §ln|x+1|—zln‘x +1}+§tan () + C.
x
— dz.
/(9:—1)2
Proponemos
x A B Alx-1)+B Arx+(B-A)
1P -1 (@-17  (@-1) (w—17
de donde
A =1
B—A = 0.
Al resolver el sistema de ecuaciones se obtiene
A=B=1,
por lo que
T 1 1
(x=1)7 z=1" (z-1)
Por lo tanto,
x 1 1 dx dx
dr = + da::/ —i—/
/(x—1)2 /($—1 (x—1)2> z—1 (z—1)
ln|x—1\—L+C’.
rz—1
1
/$2_$3d:c.
Proponemos
1 _ 1 —é+§ C Azr(1—z)+B(1—z)+ Cx?
22 —23  2(l—z) x 22 l—ax 22 (1—x)
_ (C—-A)a*4+(A-B)z+B
B 22(1 —x) ’
de donde
C—A =0
A-B = 0
B —
60



(e)
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Al resolver el sistema de ecuaciones se obtiene
A=B=C=1,

por lo que

Por lo tanto,

2
T
/x2_1dx.

Primero reducimos la fraccién impropia en el integrando, quedando

x? W 1
22—1 2 -1

x? 1
/xZ_lda::/<1+x2_1>dx.

De este modo,

Proponemos
1 A N B :/ux—n+ixx+m
z? A1 31741 (x+1)(z—1)
(A+ B)z+(B—A)
N (x+1D)(x—1) ~
de donde

A+B =0
B—A = 1.

Al resolver el sistema de ecuaciones se obtiene
A=-1/2 y B=1/2,

de modo que
1 1/2 1/2

2—-1  z+1 z-1

Por lo tanto,

x? 1 1/2
/ﬂ_1ﬂ'_/<HjL4>M_/<L@+1+

B /dx—l/ dx +1/ dx
N 2/ z+1 2) z—1
1

1
= x—51n|x+1|+§ln\a:—1|+0.
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(f)
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[ |

dx.
22—z

/

Primero reducimos la fraccién impropia en el integrando, quedando

De este modo,

Proponemos

1 B

de donde

x(r—1)
A(x—1)+
x(r—1)

A

z  z—1

Bx (A+B)x—A
 x(z—1)

A+ B
—A

0
Sh

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene

de modo que

Por lo tanto,

A=-1yB=1,

1 1 1
_'_

x2—z r x—1

2 —ax?+1 1 1 1
doe = T+ dr = r——+
T2 —x T2 — z x-—1
= /xd:c—/dx+/
T —1
2
= 7—ln|x|+ln|x—1|—|—0.
/lnx
Método 1: Usando la sustitucién v = In x.
Se tiene )
u=Ilnr = du=-dx.
T
Por lo tanto,
1 2 Inz)?
/ﬂdx_/udu:%+cz(n2x) +C==-In"z+C

) as



Método 2: Integrando por partes.

Proponemos
1
v = lnx = du=-—-dx
x
1
dv = —dr =— wv=lnx.
x

Por lo tanto,

/ln—xd:z:—lnx /ln—xdx
Inz 9
—da:— (Inz)”,

2
/ln—xcm— nz) +C.

Asi,

de donde

) [ 2 e

Se integra por partes. Para ello, proponemos
u = lnx — du:ldx
dvi= —dz — wv=-—
Por lo tanto,

[ o e = —élnx—/(—i) (_) do =t [ da

1 1
= ——lnr——+0C.
x x

1+ cos?z

Se propone la sustitucion u = cos x. Se tiene

(c) / % s

u=cosr =— du= —senz dx.
Por lo tanto,
d
/ﬂdx:—/ “ = —tan 'u+ C = —tan ' (cosz) + C.
14 cos?z 14 u?

1
(d) /1+Cosxdx'

Se utilizan procedimientos algebraicos e identidades trigonométricas:

1 1 1—cosz 1—cosz 1—cosz
——dxr = de = | ————dox = | ———— dx
1-+coszx 1+cosx \1—-cosz 1 —cos?2x sen2x

= /[csc2x—cscxcotx} dr = —cotx +cscx + C.
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(e) /ln (1+ 2?) dx.
Se integra por partes. Para ello, proponemos

2x
1+ 22

u = 1n(1—|—x2) — du= dx

d'U — d:],’ :> v =2x.

Por lo tanto,

2

2 _ 2\ z
/1n(1+x) de = xln(l—l—x) 2/1+x2dx

_ 2\ o 1
= xln(l—l—x) 2/(1 1+x2)d:c

= zln(1+42%) — 22+ 2tan" (z) + C.

0 / ;4 :l—ﬁl'

Se integra por sustitucién. Para ello, primero nota que
/ rdr / x dx
+1 ) (@2)?+1

u=2> = du=2xdz.

Sea u = x%. Se tiene

Por lo tanto,

A1 2

d 1 2z d 1 d 1 1
/ z dz _/ﬂ _/7“:_tan—l(u)+c:§tan—1(ggz)w.

@’ +1 2

©) [ g o

2 — 22 —3

Se integra por fracciones parciales. Para ello, proponemos

5T — 3 B Sr — 3 A n B
2 -2r-3  (v+1)(z—-3) z+1 -3
_ A@-3)+B(x+1) (A+B)x+(-3A+B)
(x4+1)(x—3) (x+1)(x —3) ’
de donde
A+B = 5
—-3A+B = -3.

Al resolver el sistema de ecuaciones se obtiene

A=2y B =3,
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por lo que
5r — 3 2 3

932—293—3_x+1+x—3'

Por lo tanto,

Sr — 3 2 3 dx dx
/xz—zx—:a v /<x+1+x—3) v /93+1+ /93—3

= 2In|z+1|+3n|x— 3|+ C.

dx
T —/r

Se integra por sustitucién. Para ello, nota que
/ dev / dx
T — Va (Ve —1)
Sea u = y/x — 1. Se tiene
1

(h)

Por lo tanto,

1 1 du
=2 | — =21 =21 -1
x—f i1 (2\/5) dx - n|u|+C n|vz—1|+C.

(i) / sen~! (z) da.

Se integra por partes. Para ello, proponemos

u = sen ' (z) = du=

d'U — d:],’ :> v =2x.

Por lo tanto,

/sen_1 () dr = xsen ! (z)— \/1x_7 dx
= xsen ' (2) + V1 —22+C.

T dx
Vr+1

Método 1: Usando la sustitucién v = x + 1.

()

Se tiene
v=2+1 — x=u—-1 =— dzr=du.
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Por lo tanto,

z dx u—1 2
= du = (u1/2 — u_1/2) du = =u? — 20?2 + O
vo+1 Vu / 3
2 2
— §(x+1)3/2—2(x+1>1/2+cz§(x+1>1/2(x—2)+0.
Método 2: Usando la sustitucién v = vz + 1.
Se tiene

u=vVr+1 = uW=zr+4+1 = z=u>-1 = dz=2udu.

Por lo tanto,

d 21 2
/\/% = /uu 2udu:2/(u2—1)du:§u3—2u—l—(]

= ;(x+1)3/2—2(x+1)1/2+02g(x+1)1/2(a:—2)+0.

Método 3: Integrando por partes.

Proponemos
u = x = du=dx
dx
dv = = v=2vr+1.
v+ 1

Por lo tanto,

d 4
N zxm_z/mdxzzxm_g(xﬂ)mw

= g(:v—i-l)l/Z(x—Q)—i-C’.

/ dz
VT +dx/x
Se integra por sustitucién. Para ello, nota que

/ﬁ:/ﬁ(fim):/lﬂ;ﬁf%d%

Sea u = 2y/x. Se tiene

1

Por lo tanto,

[t = [rrams ()= [ g tu= w4
= tan~' (2v/z) + C.
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Se integra por procedimientos algebraicos, multiplicando el integrando por 1.

/ dx _/ dx <e_x> dr — e® dx
Va1 ) VEoi\e e 1
Sea u = e*. Se tiene

u=-=e — du=¢"dx.

Por lo tanto,

/ dx
V1

/ e’ dx _/ e’ dx _/ du
ety e2r — 1 o /(GI)Q 1 uvu? —1
= sec ' |u| + O =sec ! |e’| + C =sec* (e") + C.

oy wf?

Se integra por procedimientos algebraicos, completando cuadrados.

/ dz _/ dz
V3 —2z— 22 /4—(z+1)2
Sea u = z + 1. Se tiene

u=z+1 = du=dz.

Por lo tanto,

dz
/\/3—22—22

dz du
/m:/ﬁ

1 (U g2+
sen <2>+C’—sen ( 5 )—l—C’.

(n) /e\/5 dx.

Primero proponemos la sustitucién y = y/z. Se tiene

/eﬁdx:/ey(Qy)dy:2/yey dy.

Esta tltima se integra por partes. Para ello, proponemos

Por lo tanto,

u =y = du=dy
dv = e'dy = wv=¢e".
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Por lo tanto,

/eﬁdx = 2/yeydy:2[yey—/eydy}:2[yey—ey]+C’
= 2(y—-De!+C=2(Va—1) e +C.
44 .2
/%ﬂfldﬁ
>+

Se integra por fracciones parciales. Primero reducimos la fraccién impropia en el
integrando, quedando

x4+x2—1_ 1 1

3+ x_x3+x_x_a:(x2+1)'

42t —1 1
————dx = r————— | dx.
3+ z(x2+1)

De este modo,

Proponemos
1 B é+Bx+C’_A(x2+1)+(Bx+C’)x
v(x2+1) oz 2241 x (2?2 +1)
 (A+B)2*’4+Czx+ A
Y z(x?2+1) ’
de donde
A+B = 0
Cc =0
A pr—

Al resolver el sistema de ecuaciones se obtiene
A=1 B=—-1y(C=0,

por lo que
1 1 -

—_— __'_—'
r(x?24+1) =« 2241

Por lo tanto,

B+ B z (224 1) B r 22+1
= /xdx—/@—i- 293 dx
T 4 +1

JJ2

_ L (22
= 3 ln\x|+2ln(x +1) +C.
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(p) /x3e””2 dr.

Método 1: Usando la sustitucién z = z2.
Proponemos
1
z=2) = 2=z = dr=-—"=dz.

2%

/93367”2 dr = /zg/zez (2—\1/5) dz = % /zez dz.

Ahora integramos por partes la nueva integral. Para ello, proponemos

Por lo tanto,

u = z = du=dz

z

dv = e°dz = wv=2¢"

5/26 dz-2[ze /e dz]—2[ze e’l + C.

1 1
/x3e””2 d:cza[z—l]eszC’:a[xz—l}e"”z—l—a

Por lo tanto,

Asi,

Método 2: Integrando por partes directamente.
Puede integrarse directamente por partes, pero de una manera cuidadosa. Como

/x3ex2 dr = /xz (936””2) dx,

proponemos
1
dv = ze® dr — ©v= 56’”2.

Por lo tanto,

1 1 1
/x?’ex2 de = §x26z2 — / <§€x2) (2z)dx = 59326’”2 — /xexzdx
1
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